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Abstract 

In order to study the group of L2 holomorphic sections of the pull- 
back to the universal covering space of an holomorphic vector bundle 
on a compact complex manifold, it would be convenient to have a 
cohomological formalism, generalizing Atiyah's L2 index theorem. 

In |ï(| fTÎ| , such a formalism is proposed in a restricted context. To 
each cohérent analytic sheaf T on a n-dimensionnal smooth projective 
variety X^ and each Galois infinité unramified covering tt : X — » X, 
whose Galois group is denoted by T, L2 cohomology groups denoted 
by H^X, T) are attached, such that: 

1. The H^XjJ 7 ) underly a cohomological functor on the abelian 
category of cohérent analytic sheaves on X. 

2. If T is locally free, H^iX^J-) is the group of L2 holomorphic 
sections of the pull-back to X of the holomorphic vector bundle 
underlying T. 

3. H^iX, J 7 ) belongs to a category of T- modules on which a dimen- 
sion function dimr with real values is defined. 

4. Atiyah's L2 index theorem holds Q: 

n n 

Y^i- 1 ) 9 dim r H%(X, T) = Y^i- 1 ) 9 àimH%(X, T) 

q=0 q=0 

The présent work constructs such a formalism in the natural con- 
text of complex analytic spaces. Hère is a sketch of the main ideas of 
this construction, which is more or less a Cartan-Serre version of [tl. 



A major ingrédient will be the construction 12] of an abelian cat- 
egory Ef(T) containing every closed T-subinodule of the left regular 
représentation. In topology, this device enables one to use familiar ho- 
mological algebra to study L2 Betti numbers and Novikov Shubin 



invariants [35]. It will play a similar rôle here. 
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Invariants de Von Neumann des faisceaux analytiques cohérents 



We first construct a L^-cohomology theory (p G [1, oc]) for cohérent 
analytic sheaves on a complex space endowed with a proper action of 
a group T such that conditions 1-2 are fulnlled. The L p -cohomology 
on the Galois covering X — > X of a cohérent analytic sheaf T on X 
is the ordinary cohomology of a sheaf on X obtained by an adéquate 
completion of the tensor product of J- by the locally constant sheaf on 
X associated to the left regular représentation of the discrète group 
Gal{X / X) in the space of L p fonctions on Gal{X / X). 

Then, we introduce an homological algebra device, montelian mod- 
ules, which can be used to calculate the derived category of Ef(T) and 
are a good model of the Cech complex calculating L2-cohomology 

Using this we prove that iïf (X, F) G Ef(T), if X is compact. This 
is stronger than condition 3, since this also yields Novikov-Shubin type 
invariants. To explain the title of the article, L 2 Betti numbers and 
Novikov-Shubin invariants of H^iX,^) are the Von Neumann invari- 
ants of the cohérent analytic sheaf T . 

We also make the connection with Atiyah's L2-index theorem § 
thanks to a Leray-Serre spectral séquence. From this, condition 4 is 
easily deduced. 



1 Introduction 

L'étude du groupe des sections holomorphes L 2 du relevé au revêtement uni- 
versel d'un fibré vectoriel holomorphe sur une variété complexe compacte 
serait grandement facilitée par un formalisme cohomologiquef]. 



Dans |TÔ| |ïl|l , un tel formalisme est proposé. A tout faisceau cohérent 
T sur une variété complexe projective lisse de dimension n et tout 

revêtement galoisien non ramifié tc : X — » X de groupe de Galois T, on 
associe des groupes de cohomologie L 2 notés if|(X,jF) tels que: 

1. Les H%(X, J 7 ) s'organisant en un foncteur cohomo logique sur la catégorie 
des faisceaux cohérents sur X. 

2. Si T est localement libre, H^X,^) s'identifie au groupe des sections 
holomorphes L2 du relevé à X du fibré sous jacent à T. 

3. Les H^XjJ 7 ) appartiennent à une catégorie de T- modules sur laquelle 
existe une fonction dimension dimp à valeurs réelles. 



1 Démarrée par M. Gromov |2(|, une série d'investigations récentes utilise cette technique 
pour étudier les variétés algébriques à groupe fondamental infini et est un des éléments 
principaux de l'idéologie de Parmi les travaux dans cette direction, citons 0, 

MM, H, Wfi ' 
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4. On a le théorème d'indice L 2 d'Atiyah 0: 

n n 

dim r Hi(X, T) = ]T(-1) 9 dim H%(X, T) 

Le présent article a pour but de construire un tel formalisme dans le cadre, 
naturel pour une telle étude, des espaces complexes, ce qui permet de traiter 
en particulier le cas des variétés algébriques singulières. 

L'étude des invariants L 2 des variétés et complexes simpliciaux, nombres 
de Betti L 2 (@, et invariants de Novikov-Shubin (H,!| voir 

aussi P^|,|23||,||31|) a connu récemment une simplification remarquable grâce 



à M.Farber [T^], QT3J (et indépendamment à W. Lùck, [j3"3| ) 0. 



Le point principal de la contribution [[L^] a été de construire une catégorie 
abélienne Ef(T) contenant tous les sous T-modules fermés de L 2 T . Les nom- 
bres de Betti L 2 et invariants de Novikov-Shubin sont des invariants des objets 
de Ef{T), ce qui permet pour les étudier des arguments similaires à ceux de 
la théorie de l'homologie des complexes simpliciaux. Dans ]Ï3[ se trouve une 



preuve du théorème de Dodziuk || qui ressemble à la preuve faisceautique 
du théorème de De Rham ( cf. par exemple P^|). 

Ce gadget d'analyse fonctionnelle est un ingrédient majeur de notre con- 
struction. 

Décrivons l'organisation de cet article. 

La section 2 donne les conventions et définitions de base. Nous élargissons 
légèrement le contexte en autorisant que l'action de T sur X ait des stabil- 
isateurs non triviaux et en considérant des faisceaux sur lesquels agit une 
extension centrale de T par S 1 , de façon à avoir une théorie qui inclue le 
' Vafa-Witten twisting trick' de |2Ô| . 

La section 3 construit une théorie de la cohomologie L p des faisceaux 
périodiques sur un T-espace complexe, pour p G [l,oo], de telle sorte que 
les conditions 1-2 soient satisfaites. La cohomologie L p du relèvement à un 
revêtement galoisien X — > X d'un faisceau cohérent T sur X est la cohomolo- 
gie ordinaire d'un faisceau sur X noté l Vr K*J- et obtenu par une complétion 
adéquate du produit tensoriel de T par le faisceau localement constant sur 
X associé à la représentation régulière gauche du groupe discret Gal{XjX) 
sur les fonctions L p sur Gal(X /X). Les difficultés relatives aux produit ten- 
soriels complétés de faisceaux en espaces de Fréchet ont été contournées par 
une construction ad hoc. Le prix à payer pour l'évitement de cette difficulté 
est que nous ne savons pas à quelle sous-catégorie de la catégorie des faisceaux 
analytiques il est possible de prolonger le foncteur 



2 En géométrie complexe, les nombres de Betti L2 ont un comportement remarquable 
découvert par M. Gromov |J],[§Ô| (voir aussi @, @, @, §7)). 
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La section 4 introduit la notion de module hilbertien et décrit concrètement, 
en paraphrasant [Q, Ef(T) qui est la (plus petite) catégorie abélienne qui 
contient la catégorie des modules hilbertiens puis introduit un outil de cal- 
cul d'algèbre homologique, les modules montéliens, qui calculent la catégorie 
dérivée de Ef(T) et sont un bon modèle pour le complexe de Cech qui calcule 
la cohomologie L 2 . 

La section 5 utilise cet outil pour prouver que H 2 (X, JF) e Ef(T), si X est 
compacte. Les nombres de Betti L 2 et les invariants de Novikov-Shubin de 
H 2 (X, J 7 ) sont les invariants de Von Neumann du faisceau analytique cohérent 
T . Les invariants de Novikov-Shubin détectent le caractère non-Hausdorff de 
la cohomologie L 2 . Ces invariants sont pour le moment trop mal contrôlés 
pour envisager des applications en géométrie algébrique complexe. 

La section 6 réduit la condition 4 au théorème d'indice L 2 d'Atiyah [@ 
grâce à une suite spectrale de Leray-Serre. 

Les preuves des résultats principaux ont été obtenues en adaptant cer- 
taines idées de la preuve du théorème de l'image directe de Grauert donnée 



par |ÎJ] à un contexte nettement moins compliqué. Les preuves nécessitent 



souvent un formalisme assez lourd et la rédaction présente n'est pas optimale. 
Tous ces efforts ne sauraient se justifier que par les applications. De 



nouvelles sont en préparation, mais de moins nouvelles |[LC||, ||11|| , inspirées par 
le livre de J.Kollàr P9fl , utilisent une version moins générale de la présente 
théorie. 

Signalons aussi un travail indépendant dans une direction similaire ||. 

Il parait possible de poursuivre le travail ici entrepris de faisceautisation 
de la cohomologie L 2 en direction d'une théorie de Hodge mixte L 2 , peut être 
d'une cohomologie d'intersection L 2 pour les espaces singuliers. Ceci permet 
probablement d'obtenir des variantes pour des variétés singulières du travail 
de M. Gromov . 



Pour leurs remarques relatives au présent travail, je dois des remerciements 
aux mathématiciens suivants: P. Bressler, F. Campana, J.P. Demailly, C. 
Simpson et J. Tapia. 



2 Conventions, Notations 

Le lecteur trouvera dans cette section les notations utilisées librement par la 
suite. 



2.1 Divers 



Soit E un espace de Hilbert. B(E) désigne l'algèbre des opérateurs bornés de 
E. Soient E, F deux espaces de Hilbert, E®F désigne leur produit tensoriel 
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complété. 

Soit A une algèbre associative. Mod^ désigne la catégorie des modules 
sur A. Si X est un espace topologique Mod^(X) désigne la catégorie des 
faisceaux de ^4-modules. 



2.2 Algèbre homologique 



Soit C une catégorie et S un système multiplicatif de morphismes. Cs 
désig nCFct Ici Celte gorie localisée. 

Soit B une catégorie additive. Conformément aux notations de p5| , 1.2, 
K l (B), i = b,+, —, désignera la catégorie dont les objets sont les complexes 
bornés, resp. bornés inférieurement, resp. bornés supérieurement, d'objets 
de la catégorie additive B et les morphismes les classes d'homotopie de mor- 
phismes de complexes. C l (B), i = &,+,—, désignera la catégorie dont les 
objets sont les complexes et les morphismes les morphismes de complexes. 

D l (A) i = b,+,— désignera la catégorie dérivée bornée (resp. bornée 
inférieurement, resp. bornée supérieurement) de la catégorie abélienne A, 
1.4. 



voir 



25 



Si A' est une sous catégorie localisante de A, D l A ,A est la catégorie dérivée 
à cohomologie dans A' . 

La notion de 5-foncteur cohomologique utilisée ici est la notion définie en 
III. 1, p. 205 dans le livre |24| et pas celle du Lecture Notes p5| . Jusqu'à la 



section 5 incluse, le formalisme des catégories dérivées de J.L. Verdier n'est 
pas utilisé de façon essentielle. 



2.3 Espaces complexes et faisceaux analytiques cohérents 
périodiques 

Pour les fondations de la théorie des faisceaux analytiques cohérents, nous 
renvoyons le lecteur à [16 . 



Espaces complexes périodiques Soit T un groupe dénombrable discret. 

Un Y -espace complexe est un triplet (X, Y, p) où X désigne un espace 
complexe paracompact séparé, et p une action proprement discontinue de Y 
sur X par biholomorphismes []. 

Un morphisme de V -espaces complexes (X,T,p) — > (Y,F,p) est une ap- 
plication holomorphe / : X Y qui commute à l'action de T. 

Une Y -variété complexe est un T-espace complexe régulier. 

Un T-espace complexe est dit cocompact si l'action de Y est cocompacte. 



3 Le noyau de T — > Biholo(X) peut être non trivial mais sera automatiquement fini 
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Un T-espace complexe X sera dit T-Stein ssi il porte une fonction stricte- 
ment plurisousharmonique lisse [] , T-invariante et T-exhaustive Q et X = TX° 
où X° est une réunion finie de composantes connexes stabilisée par un sous 
groupe fini de T. 

Faisceaux analytiques cohérents périodiques Soit F une extension cen- 
trale de T par un groupe compact abélien S et x un caractère de S. Dans ce 
qui suit 7, g, ... désignera un élément de f dont l'image dans r = f /S sera 
notée 7, g, ... 

Un faisceau analytique cohérent Y-périodique sur le T-espace complexe 
(X, T, p) est un faisceau analytique cohérent T sur X muni d'une action 
compatible de fQ. 

Un morphisme de faisceaux analytiques cohérents T- périodiques est un 
morphisme de faisceaux analytiques cohérents qui commute à l'action de F. 
Le noyau, le conoyau, l'image et la coimage au sens des faisceaux sur X d'un 
morphisme de faisceaux périodiques héritent d'une action compatible de f. 
La catégorie Cf(X) des faisceaux analytiques cohérents f -périodiques sur un 
T-espace complexe est une catégorie abélienne. 

Soit T un faisceau analytique cohérent T-périodique. La formule <p x = 
j s x(z~ 1 )i(z)dz définit un endomorphisme de T tel que <fi x i(z) = x{z)4> x - ^ e 
lemme de Nakayama assure que T est somme directe T-localement finie des 
sous faisceaux Im(4> x '), x' parcourant le groupe des caractères de S. Ceci 
ramène l'étude de Cf(X) à l'étude de Cf> x (X) qui est la sous catégorie de 
Cf(X) dont les objets sont les faisceaux périodiques pour lesquels (fi x est 
l'identité, i.e.: tels que S agisse sur T par multiplication par le caractère x- 
De tels faisceaux seront dits (f , ^-périodiques. Cf x {X) est une catégorie 
abélienne. 

On désigne par Vf x (X), (resp. L^JX)), la sous catégorie additive (resp. 
la sous catégorie) de Cf x {X) formée des faisceaux localement libres (resp. in- 
versibles). Ces deux catégories sont naturellement équivalentes aux catégories 
des fibrés vectoriels holomorphes (resp. des fibrés en droites) (f , x)-périodiques 

La notion d'action compatible fait sens pour des faisceaux plus généraux 
que les faisceaux cohérents. On désigne par Modf X (X), la catégorie des 

4 Une fonction sur un espace complexe sera dite lisse (resp. plurisousharmonique, resp. 
strictement plurisousharmonique), ssi elle s'exprime localement comme image réciproque 
par un plongcmcnt d'une fonction lisse (resp. plurisousharmonique, resp. strictement 
plurisousharmonique ) sur C . 

5 C'est à dire telle que la fonction induite sur X/T soit exhaustive 

6 Par une action compatible de T on entend la donnée pour tout 7 G f d'un isomor- 
phisme 1(7) : T —>> ~fT tel que 1(7172) = 72*(7i)*(72) et pour tout ouvert U de X la 
représentation naturelle i : S — » AutÇF(U)) est continue pour la topologie induite par la 
structure d'espace de Fréchet de F{U). 
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O^-modules munis d'une (r, x)-action compatible. 
Une construction locale 

Proposition 2.3.1 SoitU un espaceT- Stein. SoitU' un ouvert T -invariant 
de U tel que T\U' CC T\U. 

Soit T un faisceau analytique cohérent (F, \) -périodique défini sur U. Il 
existe un faisceau analytique cohérent (F, x) -périodique localement libre V 
défini sur U' et un morphisme surjectif défini sur U' , V — > T — > 0. 

Soit un diagramme de faisceaux analytiques cohérents (F, x) -périodiques 
sur U de la forme: 

T 
i 

w -> g -> o 

la ligne du bas étant supposée exacte. Il existe un faisceau analytique cohérent 
(F, x)-périodique localement libre noté V, un épimorphisme V — > T — > e£ un 
morphisme V — > W f définis sur U') tels que le diagramme suivant commute: 

V -> J 17 -> 

I I 
W -> -> 

Preuve: Rappelons que t/ = Tf/ où C/° est une composante connexe 
stabilisée par un sous groupe fini S de T. Nous supposons d'abord que x — 
et que S est le groupe trivial. La proposition est alors une conséquence du 
théorème B de Cartan. 

Si x 7^ et S est le groupe trivial, il est possible de construire un fais- 
ceau inversible (F, x)-périodique, noté L x . Donnons une construction. Sur 
l'ensemble F x U° x C il y a une action L de F et une action R de S qui 
commutent qui se définissent par les formules L{^f).{g,x,w) = (•yg,x,w) et 
R(z)(g,x,w) = (gz' 1 , x, x( z ) w ) P &r suite il y a sur W := F x U° x C/R(S) 
une action de F compatible à la projection naturelle iy^rxf/ = fx{/°x 
0/R(S). De plus, W — > X définit un fibre en droites holomorphe sur T x U° 
muni d'une (F, x)-action compatible. En utilisant le produit tensoriel par L x 
et son inverse, on est ramené au cas précédent. 

Si S 7^ 0, notons que nous avons une application étale T-invariante n : 
V — > U avec V = T x U° un T-espace complexe sans composante connexe 
fixée. Les considérations précédentes s'appliquent donc à V. On descend à U 
en utilisant l'épimorphisme 7r*7r*jF — > JF, défini pour tout faisceau abélien JF, 
et fonctoriel en T . 
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3 Cohomologie L p des faisceaux cohérents 

Dans ce qui suit p désigne un nombre réel G [1, oo[. Pour p = oo, les adapta- 
tions à fournir sont très aisées. 

3.1 Construction des Images directes L p de faisceaux 
cohérents périodiques dans le cas réduit 

Soit(X,r,p) un T-espace complexe réduit, l^S'^r^T^l une exten- 
sion centrale de T et x un caractère de S. Notons par tt l'application continue 
X — > X = T\X. Convenons de noter pour toute partie P de X, P := 7r _1 (P). 

3.1.1 Le cas des faisceaux localement libres 

Si Z est un espace complexe réduit, la topologie de la convergence uniforme 
sur les compacts induit une structure d'espace de Fréchet sur l'espace O(Z) 
des fonctions holomorphes sur Z. De plus, on peut construire une classe de 
mesures sur Z, représentée par une mesure dvz dont le support est Z, et 
telle que, pour tout ouvert U de Z les normes (H-Hz,^,,^)), K parcourant 
les compacts de U, définissent la structure canonique d'espace de Fréchet sur 
0(U). Si Z est une sous variété fermée de C N de dimension pure d, il suffit 
de poser dvz = i r * 9 Lo d où i reg : Z reg — > Z est le plongement ouvert de la partie 
régulière et ou est la restriction à Z reg de la forme Kàhlerienne définie par la 
métrique euclidienne. Comme de plus X est un T-espace complexe réduit, il 
est loisible de supposer dv^ T-invariante, ce que nous ferons désormais. 

Soit V G Vf x (X). Fixons une métrique hermitienne h, F-invariante, sur 
le fibré vectoriel holomorphe V associé à V. 

Définition 3.1.1 Le faisceau Pn^V est le faisceau en groupes abéliens sur X 
défini par: 

Fn,V(U) = {se H°{n-\U), V) : \/K CC U [ \s\ p h d Vji < oo} 

Jk 

Sricto sensu, la formule précédente définit un préfaisceau, mais les pro- 
priétés de recollement se vérifient aisément. Par ailleurs, il est également clair 
que Z p 7r*V est indépendant du choix de la métrique. 

V i— > l p ir*V est un foncteur de Vp x (X) vers la catégorie des faisceaux en 
groupes abéliens sur X. 

can(V) 

On dispose d'une inclusion fonctorielle canonique I p tt*V 7r*V. 
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3.1.2 Théorème d'exactitude 

Soit V, W des objets de Vf x (X) et : V — » W un morphisme d'image le 
faisceau analytique cohérent périodique I. 

Soit £7 un ouvert T-Stein de (X,T,p). Soit P est un fonction strictement 
plurisousharmonique lisse T-invariante et T-exhaustive définie sur U. Ecrivons 
U = TU où Uq est une réunion finie de composantes connexes stabilisée par 
un sous groupe fini de T. Pour minP < t on définit U t = -P _1 Q — oo,£[) et 

u° = û t nu°. 

Lemme 3.1.2 Fixons t tel que minP < t. Il existe t' > t et une constante 
réelle C ty t' > 0, telle que pour toute section s' de W définie sur U° et locale- 
ment contenue dans X, il existe une section s deV sur U° telle que <f)(s) = s' 
et vérifiant: 

INr<a, t ' / h*t 

Preuve : Considérons l'espace W(U°) des sections holomorphes de W sur 
U°. Pour t G M, nous définissons une norme sur W(U°) par la formule: 



Cette collection de normes induit sur W(U°) une topologie d'espace de Fréchet, 
indépendante de p. 

Lemme 3.1.3 L'espace I(U°) C W(U°) est un fermé. 



Preuve: Voir p. 46 [|. La topologie induite sur X(U°) est donc de 
Fréchet. 

L'application <fi : V(U°) — > W(U°) est une application linéaire continue 
car ||0(s')||i < (sup^g^o Elle est à valeurs dans T(U°) et <fi : 

V(U°) -»• 1(U°) est surjective par le Théorème B de Cartan, puisque U° est 
de Stein. 

Une application continue et surjective entre espaces de Fréchet est ouverte, 
H, p.75. 



voir 



De ce fait, l'ouvert Q t = {s G 1(U°), f u? \s\ p < 1} = B Ut (0,l) vérifie 
que 0(O t ) est un ouvert de I(U°). Par suite 3t' > 0,e > tel que {s G 
T(A), Jjjq \s\ p < e} soit contenu dans 4>(flt)- On peut toujours supposer 

t' > t. Poser C t>t i = 2/e établit le lemme |3.1.2| . 



Le lemme 3.1.2 se traduit immédiatement en le: 



7 I1 s'agit d'une application standard du lemme de Krull, combiné avec l'observation que 
la convergence Lf oc force la convergence des coefficients du développement en série entière 
en tout point de A". 
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Corollaire 3.1.4 L'image de l p ir*(f) : Pir^V — ► Pir^W s'identifie sous l'inclusion 
naturelle Pn^W — > au sous faisceau Z p 7r*W P 7r*Z. 

Preuve : Puisque n est un morphisme de Stein, 7r*Z est l'image de 7r*0 : 
vr^V -> 7r*W. Par suite, Im{l p TC*<j)) C PV.W PI 7r*T. 

Prouvons la réciproque. Un élément £ x de (n*2 P / p 7r*W% est le germe 
en x d'une section de ce faisceau définie sur un ouvert de la forme T\U avec 
U un ouvert T-Stein, c'est à dire par la donnée d'une collection (/') 7e r/s de 
section holomorphes sur 7.?/° vérifiant pour toute constante réelle t > P(x), 
Ej 7f/ o|/;i P <ooet/;GJ( 7 f/°). 

Choisissons pour 7 G T/S un élément 7 G T qui s'envoie sur 7 et posons 
s' (y) := 7 _1 / 7 (7Ï/)- s 7 est une section de W sur [7° localement contenue 
dans X. La proposition |3.1.2| assure que l'on peut choisir des constantes 
t' > t > P{x) et Ct,v > indépendantes de 7 et des sections holomorphes de 
V, s 7 , telles que 0(s 7 ) = s 7 et J^o |s 7 | p < C t)t / J^o |s 7 | p - 

Posons / 7 (w) = 7s(7 _1 î/). Ceci définit une section de V sur 7^ tel que 
0(/ 7 ) = / 7 vérifiant de plus £ 7 J^o I AI P < <V E 7 l/ 7 l P - 

Par suite /' = {/ 7 } 7e r/£ G Z p 7r*V(£/ t ). Soit 77^ son germe en x. Par 
construction, l p 7r*(f)(r] x ) = Ç x . □. 

Proposition 3.1.5 Soit V W — > A? une suite exacte de Cf x (X) tels que 

V, W, sont localement libres. Alors Z p 7r*V / p 7r*W 1 l p ix*X est 
également exacte. 

Preuve: En effet ker(Z p 7r*^) = Vtï^V PI 7r* ker (ip). Comme ker(?/>) = lm(0) on 



peut appliquer le corollaire |3.1.4| pour conclure ker(Z p 7i\ 1 ,'?/>) = Im(Z p 7r*0). □ 



3.1.3 Images directes L p de faisceaux cohérents périodiques 

Soit U un ouvert T-Stein de X et T un objet de C^ SX). 

Soit R T une 2-présentation Q par des faisceaux (r, ^-périodiques 

localement libres. On dispose de l'inclusion naturelle Vn^R' can S^ ^ n*R' et 

du morphisme canonique 7i*R° 1T * % ^ ^ ^JF. 

Notons &(R°) le sous faisceau de défini comme l'image du morphisme 

iv dO )can(i(R')) 

8 Soit F un objet d'une catégorie abélienne. Une présentation R : R^ 1 — > R° F — > 
de -F est la donnée d'un isomorphisme p de F avec le conoyau de la flèche /. Une résolution 
de F est la donnée d'une suite exacte indexée par — N de la forme R :...—> iî^™ -1 — > 
iî° — » F — » 0. Soit fc G N, une k -présentation de i 7 est une suite exacte de 
la forme R' : R~ k -> iT fe+1 -> . . . -> i?° -> F -> 0. 
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Lemme 3.1.6 Soient R\ ^ T et R\^> T deux 2-présentations localement 
libres de T . S'il existe un morphisme de 2-présentations R 2 — > R\ tel que 
chaque flèche R 2 — > R™ soit un épimorphisme, les deux sous faisceaux $(-R*) 
et <&(R' 2 ) de ît^JF coincident . 

Preuve: Le carré commutatif 



7?* il 

i\, 2 — > 


Tu 




I Id 


R[ À 


Tu 



induit un carré commutatif: 



I $ I Id 



u 



®{R'i) et ${R' 2 ) sont les images respectives de c(R[) et c(R' 2 ). 

Le complexe noyau K* de 02 es ^ un complexe de faisceaux cohérents 
localement libres. Il est acyclique en degrés —1,0 par la suite exacte longue 
associée à la suite exacte courte associée à — * K' — > R^ — > R[. Par suite 



Vtt^K est un complexe acyclique en degrés —1, par la proposition |3.1.5 . 
Toujours par la proposition [3.1.5| , on a une suite exacte courte: 



-> I p tt,K' -> Fn,R' 2 ^4 Ftt.RI -> 

La suite exacte longue associée assure que H°(l p ir.R^) ^> iï" Q (Z p 7r*.R") est un 
isomorphisme. Par suite $(-R*) = □. 

Par le premier point de la proposition [2.3.1| , pour tout ouvert T-invariant 



U', contenu dans un ouvert T-Stein U de X avec T\U' CC T\U de X, la 
restiction de à U' admet une 2-présentation (et même une résolution) lo- 
calement libre périodique. 

De plus, étant données deux 2-présentations localement libres sur U' un 
ouvert T-Stein, pour tout U" ouvert T-invariant de U' tel que T\U" CC T\U', 
un raisonnement aisé appuyé sur le deuxième point de la proposition |2.3.1| 
assure l'existence d'une troisième 2-présentation localement libre périodique 
R' 3 définie sur U" avec des morphismes de comparaison R[ <— R' 3 — > R' 2 , 
chaque flèche étant une surjection. 

Il est donc légitime de poser: 

Définition 3.1.7 / p 7r*jF est l'unique sous faisceau de tï^T tel que, R' v — > T\u 
désignant une 2-présentation locale localement libre périodique de T sur un 
ouvert T-invariant U, on ait Ptt^TIu = 
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Si cf) : JF —>■ G est un morphisme de faisceaux cohérents périodiques sur X, 
le morphisme 7r*0 : ix*T — > 7r*Ç? envoie Vn^T dans l p ir*Q. Nous définissons 
I p tt^4> comme la restriction de 7r*0 à Vis*? '. 

Proposition 3.1.8 Le fondeur l p ir* : Cf )X (X) — > Modz(X), T i— > Z 2 7r*.F 7 
cf) i — > Z P 7T*0 es£ im Joncteur exact. 

Preuve : Seul reste à vérifier que le foncteur est exact. La question est 
locale. 

Soit -Rjc- — ► JF une résolution localement libre définie sur U par des fais- 
ceaux périodiques. Le morphisme naturel H {l p n*T)jj — > P'K^Tjj est un iso- 
morphisme. En effet, le noyau de l'application naturelle Vir^R^ — > l p ir*T 
coincide avec le noyau de Ptt^R^ — > 7r*.F qui est exactement Pn^R^ D 7r*/C 
où /C est le noyau de i?^ ~~ * Le corollaire |3.1.4| identifie l p 7i*Rjr fi ît^/C avec 
l'image de l p ir*R 1 , ce qui prouve l'isomorphisme annoncé. 

Soit <S : — > T' — > .F — >■ JF" — > une suite exacte courte dans Cf iX (X). 
Pour tout ouvert T-invariant assez petit U, utilisant |2.3.1| , on peut construire 
une suite exacte définie sur U de résolutions localement libres R s : — » 
R'-pi — > R-p — » -R^-// — > induisant S en cohomologie. 

Grâce à |3.1.5| , il vient une suite exacte courte: 

F-k^R's : -> Ptt*^, -> Ptt*^ -> Ptt*^ -> 

Toujours grâce à |3.1.5| , pour q ^ 0, 

H q (I p n*R'r) = H q (l p 7r*Rr) = H q {l p ^R' TII ) = 

La suite exacte longue associée à l p ft*R° s se réduit à la suite exacte courte 

-> H°(l p 7r,R^,) -> H°(l p ir*Rr,) -> H (l p 7r*R' T „) -> 

La 0-suite associée à «S, — > 1 P/ ïï*T' — > I p tt*T — > Pir^J 7 " — > est naturelle- 
ment isomorphe à la précédente et par suite exacte. □. 



3.2 Construction des images directes L p dans le cas 
général 

Lemme 3.2.1 Sozi Z unT espace complexe, X un Y-espace complexe réduit 
et i : Z X un plongement fermé T-équivariant. Notons i l'application 
i : Y\Z — > F\X induite par i. Soit T G Cp x (X). 

i. Le faisceau l p ir*i*J- s 'identifie à un faisceau de la forme i*S p (i) où S p (i) 
désigne un sous faisceau de 7r*JF. 

g. Si Z est réduit S p (i) = l p ^T. 
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3. Si Z n'est pas réduit, soit I le radical de Oz et soit (J rk )km la fil- 
tration I-adique de T . n^J 7 admet alors la filtration (7r*jF fe ) fcgN . Le 
sous-faisceau S p (i) de n^T vérifie Gr k j-.S p (ï) = l p Tï if Gr k jr .J 1 ' f\. 

4- S p (i) est indépendant du plongement i choisi. 

Preuve: Le point 1. résulte du fait que V-R^i^T C 7T*i*.F = i^ir+J-. 

Pour le point 2., supposons d'abord T localement libre. Notons Tz le 
faisceau localement libre sur Z obtenu par restriction de T à Z . Comme les 
applications J-(U) — > Fz(U H Z) sont continues, U désignant un ouvert de 
X, S p (i) C l Pr K*Tz ■ L'autre inclusion l p 7r*J-z C S p (i) résulte du théorème 
de l'image ouverte appliqué aux morphismes surjectifs d'espaces de Fréchet 
de la forme Tx(U) — > Fz(U fl Z), U désignant un ouvert de Stein de X. Le 
cas général se ramène au cas localement libre en utilisant des présentations 
locales localement libres. 

Passons au point 3. Le faisceau i*T admet la filtration J-adique (i^^kefs- 



La suite des gradués de cette filtration est (Gr k ^.i^^ken- H résulte de |3.1.8 



que Gr k ~ iT .i jf S p {i) = l p Tr*Gr k ~ iT .i*T . Ceci en conjonction avec les points 1. 
et 2. achève d'établir le point 3. 

Soient i,j deux plongements dans un espace réduit. On peut toujours se 
ramener au cas où T est localement libre. Quitte à remplacer j par le produit 
k — i X j, il est loisible de supposer que i = p o j où p est holomorphe. Cette 
factorisation implique que S p (i) C S p (j) C tt^J 7 . S'il existe iV > tel que 
I N = 0, le point 3. implique S p (i) = S p (j). Le problème étant local, ceci 
établit le point 4. □ 

Il est donc légitime de poser: 

Définition 3.2.2 Viz^J 7 est l'unique sous faisceau de tel que, pour tout 
ouvert T-invariant U et tout T-plongement i vers un espace complexe réduit 
X, on ait I p tï^J-'\u = S p (i). 



Cette construction est fonctorielle et il résulte de la proposition |3.1.8| que: 



Proposition 3.2.3 Le fondeur Cf x {X) — ► Modz(X), T \— » l p iï*T est un 
fondeur exact. 



3.3 Cohomologie L p d'un faisceau analytique cohérent 
périodique 

Grâce à la proposition |3.2.3| , il devient légitime de poser la: 

9 Dans cet énoncé, on voit Gr^T comme un faisceau analytique cohérent sur Z red et en 
particulier comme un faisceau sous l'espace topologique sous jacent à Z. 



14 



Invariants de Von Neumann des faisceaux analytiques cohérents 



Définition 3.3.1 Soit T un faisceau analytique cohérent (r, %) -périodique 
sur le T-espace complexe X, on appelle g-ième groupe de cohomologie L p de 
T le groupe abélien E q {p) (X,T) := H*(X,Pic*F). 

Ceci définit bien sûr un foncteur. Les homomorphismes de Bockstein de 
la catégorie des faisceaux en groupes abéliens sur X donnent également des 
homomorphismes de Bockstein ô et on a la: 

Proposition 3.3.2 Le système de fondeurs ({HfJX, -)} q >o, S) définit un 
S -foncteur cohomologique de Cf X (X) dans la catégorie des groupes abéliens. 

4 Modules hilbertiens sur une Algèbre de Von 
Neumann 

4.1 Algébres de Von Neumann finies 

Définition 4.1.1 On appelle algèbre de Von Neumann (en abrégé AVN) finie 
probabilisée un triplet (A, *, r) où A est une C-algèbre unitaire munie d'une 
involution * antilinéaire et d' une forme linéaire trace r vérifiant 

• r(a*) = r(a) 

• r(ab) = r(ba), r(Id) = 1 

• r(a*a) > 0, r(a*a) = a = 

• < ., . >: A x A — > C, < a,b >= r(ab*) est un produit scalaire 
préhilbertien sur A. Son complété A2 est un espace de Hilbert séparable 
et le morphisme A — ► B(A2) induit par la multiplication à gauche a une 
image fermée pour la topologie forte des opérateurs^. 

• Si (ai) est une suite majorée croissanteQd'éléments de A et a = sup i (aj), 
alors r(a) = sup i (r(aj)). 

Le A- module A2 sera appelé le module standard de (A, r). 

Le commutant de A dans B(A2) est décrit par l'action à droite de l'algèbre 
opposée A op . (A op , *,r) est également une AVN finie probabilisée de module 
standard ^4.2- 

10 Ou encore, A coincide avec son bicommutant dans cette représentation 

11 Un élément d'un C*-algébre est dit positif ssi il est autoadjoint (a = a*) et peut 

s'écrire sous la forme a = bb*. C'est équivalent au fait que pour toute ^-représentation de 

l'algèbre dans un espace de Hilbert H , Va; G H (ax, x) > 0. 
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4.2 Exemples d'algébres de Von Neumann finies 

4.2.1 Algébres de Von Neumann d'un groupe discret 

Soit T un groupe discret. 

On définit une algèbre involutive à trace (CT, *, r) en posant cigg)* = 

EM" 1 . r (ES#) = a e- 

Soit Cr £>(/ 2 r) la représentation régulière gauche. Soit WjT la sous 
algèbre de B(l 2 Y) qui est l'adhérence de l'image de i pour la topologie forte 
des opérateurs. Si a G CT, a g = (i(a)6 e ,6 g ). De ce fait, tout a G WfT se 
représente comme somme d'une famille sommable (pour la topologie forte 
des opérateurs) a = ^2a g i(g). On peut construire une trace r sur l'algèbre 
A = W*T par la formule r(o) = a e = (aS e ,S e ). On a r(aa*) = \a g \ 2 - Par 
suite: 



Exemple 4.2.1 (W*T, *, r) esi «ne algèbre de Von Neumann probabilisée de 
module standard l 2 T . 

La même construction en partant de la représentation régulière droite 
fournit W*T qui est le commutant de W*T. 



4.2.2 Construction de W^iT^x) 

La variante ici exposée de la construction précédente est une formalisation 



du 'Vafa-Witten twisting trick' de [20 



Soit T un groupe dénombrable discret. Soit S un groupe abélien compact. 
Soit x un caractère de A. Soit l^S^r^T^l une extension centrale 
de T par S. 

f est un groupe topologique localement compact qui porte une mesure de 
Haar d'y quin se trouve être biinvariante. 

Considérons l'algèbre de convolution A de f, i.e.: A = C°(f, C), munie 
du produit de convolution: 



f-f(g)= l_f{gr l )f\î)dî 



et de l'antiinvolution antilineaire f*(g) = A agit sur E = L 2 (T,C) 

par produit de convolution à gauche. 

Soit E x le sous espace fermé de E défini comme l'ensemble des fonctions / 
telles que \/z G S,Vg G F, on ait x( z )f(9 z ) = f(§)- Le projecteur orthogonal 
sur E x est: 

(Pxf)(d) = / x{z)f{gz)dz 
Js 
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On a la relation de commutation: V/ G A, Ww G E, f.p x w = p x (f.w). En 
effet: 

(f-Px w )(9) = J_J^f(gT 1 )x(z)w(^z)d^dz 

(p x (f.w))(g) = J J xizVigz'hT'Mî'Wdî' 

z-z^-jiz) J J x ^j(j JZZ -i^- l ) w {^ fZ )d^dz 

D'où un morphisme d'algèbre involutive A — > p x Ap x C B(E X ). On définit 
W*(r,x) comme le bicommutant de p x Ap x dans B(E X ). 
Posons r x (f) = (p x f)(e). On a : 

= J_J s f(T 1 )9(îz)x(z)dzd ; y 
r x (g.f) = f_f s g((î')- l )f(î'z')x(z)dz'di 

= / / 9 ^^^ 1 ' >x ^ dzd ^ 

De sorte que r x (f.g) = T x (g.f) car S est central dans f . 

Le caractère contragrédient x c de x-, X c ( z ) = x(z), définit un élément de 
E x et l'on a: r x (f) = (f-X c ,X c )- Observons également que f.x c =P x f- De là 
T x (f-r) = fr\Pxfm 2 dî. 

Résumons cette construction en la: 

Proposition 4.2.2 (W*(T , x), t x ) est une AVN probabilisée de module stan- 
dard isomorphe à E x . 

4.3 Modules hilbertiens sur une AVN finie probabilisée 

Soit {A, *, r) une AVN finie probabilisée. 

4.3.1 Modules hilbertiens projectifs 

Définition 4.3.1 Un ^4-module à gauche W est dit hilbertien projectif s'il 
admet un produit scalaire hilbertien (.,.) tel que (ax,y) = (x,a*y) et se 
plonge isométriquement dans le ^.-module A2^>H, H étant un espace de 
Hilbert sur lequel A agit trivialement. W est dit de type fini si H peut être 
pris de dimension finie. Un morphisme entre deux modules hilbertiens est 
une application linéaire bornée commutant aux actions respectives de A. 



Philippe Eyssidieux 17 



4.3.2 Non-abélianité de la catégorie des modules hilbertiens pro- 
jectifs 

On définit trois catégories Pf(A) C P sep (A) C P(A) comme suit: 

• Les objets de P(A) sont exactement les A- modules hilbertiens. 

• Les morphismes de P(A) sont exactement les applications linéaires con- 
tinues commutant à l'action de A, ou encore avec les notations standard 
Hom PiA) {E,F)=L A {E,F). 

• Pf(A) (resp. P sep (A)) est la sous catégorie pleine de P(A) formée des 
objets de type fini (resp. réalisables dans A2 <8> H où H est un espace 
de Hilbert séparable). 

P(A) est une sous catégorie additive de la catégorie Mod A . La notion 
catégorique de noyau d'un P(^4)-morphisme / : E — > F coincide avec la 
notion usuelle de noyau. En revanche, la notion catégorique de conoyau (voir 
|Ô|, ch. IV, p. 116) donne Coker(f) = (E -> E/f(E)). 

P(A) n'est pas en général une catégorie abélienne: les morphismes stricts 
sont les morphismes d'image fermée. 

4.3.3 Catégorie abélienne des modules hilbertiens 

Cependant, P(A) possède la propriété suivante: 

Lemme 4.3.2 Soit V, W deux A-modules hilbertiens projectifs et<p:V^-W 
un A-morphisme surjectif (au sens habituel, c'est à dire <j)(V) = W), alors (f> 
a une section A-linéaire continue. 

Preuve: Fixons une métrique hilbertienne sur W compatible à A (rappelons 
que celà signifie Wa,x,y : (ax,y) = (x,a*y), i.e.: que l'adjoint de l'opérateur 
multiplication à gauche par a est la multiplication à gauche par le conjugué de 
a). L'orthogonal du noyau de est un sous module hilbertien de V isomorphe 
via <f> à W grâce au théorème de l'image ouverte. 

Cette propriété, que ne partagent pas les catégories usuelles d'espaces 
vectoriels topologiques localement convexes, a pour conséquence le fait suivant 
dont l'observation est dûe à M. S. Farber: 



Théorème 4.3.3 JX§/ j^J Les catégories E f (A) C E sep (A) C E(A) définies 
comme suit: 

• Les objets de E(A) sont les triplets (E 1 ,E 2 ,e) où E\ et E 2 sont deux 
A-modules hilbertiens et e une application linéaire continue commutant 
à A. 
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• HorriE(A){(Eii -F, e), (-Fi, F 2 , /)) est l'ensemble des classes d'équivalence 
de paires d'applications linéaires continues commuttant à A (0i : E% — » 
Fi,(p 2 '■ E 2 — » F 2 ) telles que 2 e = /0i sous la relation d'équivalence 
(0 1; 2 ) ~ (0' 1; 0' 2 ) o 3T G L^(F 2 , FO, 0' 2 - 2 = /T. 

• Ef(A) (resp. E sep (A)) est la sous catégorie de E(A) formée des objets 
(E\,E2,e) avec E2 de type fini (resp. de type dénombrable) . 

sont des catégories abéliennes 

On appellera A-modules hilbertiens les objets de E(A). On notera P*{T) := 
P*(WÏT), E*(T) := E^WIY) et P.(T, X ) := ^(Wftf ,*)), F»(Ï\ X ) := 

^(wi*(f lX )). 



4.3.4 Premières propriétés de E(A) 

Normalisations des objets et morphismes Un objet E = {E\, F 2 , e) de 
E(A) sera dit normal si et seulement si e est injectif. 



Lemme 4.3.4 Frai ofrjei F = (Ei,E 2 ,e) de E{A) est isomorphe à un 
objet normal . 



Ce lemme résulte de la propriété d'excision []Î2| : soit (Fi,F 2 ,e) un objet 
de F (^4) et E C Ei un sous module hilbertien tel que eF est un sous module 
fermé de F 2 . Alors (E 1 ,E 2 ,e) ~ (E 1 /E_,E 2 /eE,e). 

Un représentant d'un morphisme dans F(.Â), = (0i, 02), entre objets 
normaux, sera dit normal si et seulement si 0i est surjectif. 

Soient E = (E 1 , E 2 , e), F = (F 1 ,F 2 ,f) deux objets normaux de P(A). 
Soit = (0i, 02 ) ^ H or np(A)(P i F)i alors il existe un objet normal de F (.A), 
noté F', et un isomorphisme ipE : E' E tels que le morphisme 0' = 



ait un représentant normal JT2[ . 



Noyaux, Conoyaux Soit : E — > F un morphisme entre objets normaux 
admettant un représentant normal = (0i, 2 ). Soit F' = (A;er(0i), ker((j) 2 ), ë). 
Le noyau de est le morphisme fc(0) G HorriE(A)(E' , F) suivant |Ï2| : 

(fcer(0i) A fcer(0 2 ) \ 
Fi — > F 2 / 

Soit : F — > F un morphisme entre objets normaux admettant un 
représentant normal = (0i,02)- Posons C = (Fi © E 2 ,F 2 ,f + 2 ). Le 
morphisme c = (Ff^ © 0, IdF 2 ) G Fom^^F, C) est un conoyau de [|Ï2| . 
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Foncteur d'oubli E(A) -> Mod A 

Proposition 4.3.5 La spécification 0((Ei,E 2 ,e)) = E 2 /e(Ei) définit un 
foncteur covariant fidèle O : E(A) — > Mod A et réalise une équivalence de 
catégories entre E(A)) et une sous catégorie abélienne de Mod A . 

Preuve: Un morphisme / dans E(A) induit clairement un morphisme 0(f 2 ) : 
E 2 je{E\) — > F 2 / f(Fi), car tout représentant g tel que g 2 = fT vérifie 0(g 2 ) = 
0. Les régies de composition sont respectées et on a bien un foncteur O : 
E(A) -> Mod A . 

Le point essentiel est que Hom,E{A){E,F) — > HomMod A {0(E),0(F)) est 
injectif. Par [4.3.4] , il est possible de supposer E et F normaux. Soit g = 
(gi,g 2 ) un morphisme tel que O(g) = 0. Il vient g 2 (E 2 ) C f(Ei). En partic- 
ulier, puisque / est injective, on peut écrire g 2 = fT où T est une application 
linéaire (uniquement déterminée) commutant à A. Reste à voir que T est 
continue. Soit P n = (x n ,Tx n ) n une suite de points du graphe de T con- 
vergeant vers P = (x,y). Comme / est continue, lim n f'Tx n = fy. Mais, 
lim n fTx n = \im n g 2 x n = g 2 x = fTx. De l'équation fTx = fy on tire 
y = Tx. T est donc une application linéaire entre espaces de Banach dont le 
graphe est fermé, c'est à dire précisément une application linéaire continue. 

Lemme 4.3.6 Soient A,B deux objets de E(A) et <fi G HorriE(A)(A B) un 
morphisme. Si 0(<f>) est un isomorphisme alors (p est un isomorphisme. 

Preuve : Ceci résulte du fait que tout noyau (resp. conoyau) dans E(A) 
de 4> est envoyé par le foncteur d'oubli O dans un noyau (resp. conoyau) de 
0(0). 

Projectifs de E(A) Le foncteur p : P(A) — > E(A) et défini au niveau des 
objets par p(E) = (0, E, 0) réalise P(A) comme une sous catégorie pleine 
de la catégorie des objets projectifs de E(A), équivalente à la catégorie des 
projectifs de P(A) @. 

Objets de torsion Un objet de torsion T dans E(A) est un objet tel que 
pour tout projectif P de E(A), Hoitie(a)(T, P) = 0. 

Un objet T = (Tî, T 2 , t) est de torsion si et seulement si tT\ est dense dans 
T 2 @. 

Suite exacte canonique Le foncteur covariant interne de E(A) défini au 
niveau des objets par P((Xi,X 2 ,x)) = (xXi, X 2 ,i) (resp. T((Xi, X 2 , x) = 
(Xi,xXi,x)) est l'identité sur la sous catégorie pleine des objets projectifs 
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(resp. de torsion). On a les relations P 2 = P, T 2 = T, PT = TP = 0. De 
plus, pour tout objet X, on dispose de la suite exacte canonique: 

-> T(X) -> X -> P(X) -> 

4.3.5 Invariants numériques des objets de E(Â) 

„4-dimension Un „4-module hilbertien projectif de type fini W réalisé dans 
A2 <8> C n peut se laisser décrire par son projecteur orthogonal p = (pij) G 
M n (A° p ), et on pose dim_4(VU) = ^ T (Pu)- Cette définition est indépendante 
de la réalisation. Cette fonction dimension se manipule comme dans l'algèbre 
linéaire classique, la principale différence est qu'elle peut prendre des valeurs 
réelles positives arbitraires: 

• dinu W = W = 

• dim_4^4 2 = 1 

• a G Mor P (_4)(V, VF) =>- dim^ V = dim^ Xer(a) + dim^ Im(a) 

• Si (W n ) est une suite décroissante de A- modules hilbertiens de type 
fini, dim^ n n W n = lim n dinu W n . 

• Si (W n ) est une suite croissante de sous modules d'un module hilbertien 
de type fini diuu U n W n = lim n dim^ W n . 

Nous appelons A-dimension d'un objet de X G Pf(A), le nombre réel 
dim^X := dim^P(X). 

Une propriété importante est que pour toute suite exacte — > X' — > X — > 
X" -> 0, on a dim^X = dim^X' + dim^X". 

Invariants de Novikov-Shubin Soit NS l'ensemble des germes en zéro 
de fonctions définies sur IR + , croissantes, positives, nulles en 0. On appelle 
NSd le quotient de NS par la relation d'équivalence dilatationnelle ~^ définie 
par: 

F ~ d G 3x Q > 3C, c> 0, < x , cF(cr) < G(x) < CF(Cx) 

Soit A = (Ai,A2,a) un objet de Ef(A) . Fixons deux métriques hilber- 
tiennes h\,h 2 sur Ai,A 2 . Alors on peut construire la famille {E(\)}\>o des 
projecteurs spectraux de a*a. On a : 



a*a = E(0) + 




On pose F A > hl > h *(x 2 ) = dim A E(x) - àim A E(0). 
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Il est trivial que, pour tout autre couple de métriques hi,h' 2 , F A,hl,h2 ~^ 
pA,h 1 ,h 2 e ^ Qn p eu ^ donc définir F A comme la classe de ^-équivalence de 

pA,h\,h,2 



Moins trivial est le fait suivant [JT2 : soient A et A' deux objets isomorphes 



d 



de T f (A). Alors, F = F G NS, 

Uinvariant de Novikov-Shubin NS d'un objet A de Ef(A) est NS(A) 
NS(T(A)). 



4.4 Calcul de la catégorie dérivée de Ef(A) à l'aide des 
*4-modules montéliens 

4.4.1 Opérateurs ^.-compacts 

Définition 4.4.1 Soient W,V deux .A-modules hilbertiens projectifs. (fi G 
£a{Vi W) est dit A-compact si et seulement si il existe (0„) n eN une suite 
d'opérateurs convergeant vers (fi au sens de la norme triple tels que, pour tout 
n, l'adhérence de l'image de (fi n est un sous module hilbertien projectif de 
type fini de W . 

Si l'un des deux modules V ou W est de type fini, tout élément C^(V, W) 
est ^4-compact. 

Si G CyiiV, W) est .Â-compact et surjectif, W est de type fini. 

Lemme 4.4.2 Soit (fi G C^(V, W). Les assertions suivantes sont équivalentes: 

1. (fi est A-compact. 

2. {-E'(à)}a>o désignant la famille des projecteurs spectraux de (fi*(fi, le pro- 
jecteur P e = j e dE(X) a pour image un module hilbertien projectif de 
type fini pour tout e > . 

3. Pour tout e > il existe un sous module hilbertien projectif V e de V de 
type fini de projecteur orthogonal py e , tel que lim e ^ (fiPv e — (fi- 

4- Pour tout e > il existe un sous module hilbertien projectif W e de W 
de type fini de projecteur orthogonal pw e , tel que \im e ^ pw e (fi = (fi- 



Corollaire 4.4.3 Le composé (à droite ou à gauche) d'un morphisme A- 
compact avec une application A-linéaire continue est A-compact. En partic- 
ulier, la restriction d'un A-morphisme A-compact à un sous module hilbertien 
projectif fermé de sa source est encore A-compact. 



22 



Invariants de Von Neumann des faisceaux analytiques cohérents 



4.4.2 A-modules montéliens 

Définition 4.4.4 Soit to G R+- Un A- module t -prémontélien est une donnée 
de la forme W = ({W(*)}*o>t>o, {(p W )th<t><t<t ) où: 

• {W(t)}t >t>Q est une famille de A-module hilbertien projectif indexée 
pour l'intervalle réel ]0, io]- 

• Pour tout couple de réels tels que < t' < t < t , (p w )t est une 
application A-linéaire continue de W(t) vers W(t') . 

. ( P w y t = id w(t) . 

. Si t > t' > t" >0, on a (p w )? = (p w )f(p w )ï 

• (P W )t es ^ A-compacte dès que t' < t. 



Définition 4.4.5 Soient V, W deux A.-modules t -prémontéliens. Une famille 
de la forme {</>(£) }t >t>o de A-applications linéaires continues <fi(t) : V(t) — > 
W(t) est dite un morphisme de modules t -P r émontéliens si et seulement si 



Définition 4.4.6 Un module prémontélien est un module io-P r émontélien 
pour un certain ta > non spécifié. 

Deux A-modules prémontélien W W sont dits G-équivalents s'il existe 
t x > tel que si t < t x W(t) = W'(t) et si t' < t < tx, (p w )f = (p w ')f . 

Deux morphismes 0, 0' de A-modules prémontéliens sont dits G-équivalents 
si leurs sources (et leurs buts) sont G-équivalents et que pour t > assez petit 

<t>{t) = 0'(*). 



Définition 4.4.7 Un A.-module montélien est une classe de G-équivalence 
de ^.-modules prémontéliens. Un morphisme de .A-modules montéliens est 
une classe de G-équivalence de morphismes de A-modules prémontéliens. 

La catégorie des A-modules montéliens est une catégorie additive où les 
noyaux existent (par |4.4.3|) . 

Soit W un A-module prémontélien. Pour ne pas alourdir les notations, 
on sous-entendra désormais l'exposant W et on écrira {p w )\ = p\ ■ 

Pour t > assez petit ({W(t')} t i <t , p^„) forme un système projectif indexé 
par l'ensemble ordonné (]0, t[, >). 



Définition 4.4.8 W*(t) = ^m t '<tW(t') 
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W*(t) est un A-module de Fréchet, dont la topologie peut être définie par 
une collection dénombrable de pseudonormes préhilbertiennes compatibles. 

{p\ } définissent des applications A-linéaires continues dans les situations 
suivantes: 

• t > t', p{ : W(t) -> W(t'). 

• t>f, pt :W*(t)^W*(t'). 

• t>f, pf : W(t) -> W*(t'). 

• t>f, pi t :W*{t)^W{t'). 

On a, de plus, quand les applications en question sont définies, p h a p a c = p b c , 
a, b, c étant des symboles de la forme t ou *t, t G M. 

4.4.3 Qi-morphismes 

Soit (F' , d) un complexe de ^4-modules montéliens. Le module des cycles 
Z q (F') est un module montélien, mais pas nécessairement celui des bords. 

On dispose d'une famille de complexes de ^4-modules (F*(t),d) t>0 définie 
pour t > assez petit et l'on pose: 

Zl(t,F') = {zeFi(t);dz = 0} 
Bt(t,F') = dF:~\t) 
Hl(t,F') = Zi(t,F')/Bl(t,F') 

Hl(t,F') a une structure topologique de quotient non séparé d'espace de 
Fréchet dont nous ne nous soucierons pas en nous contentant de le regarder 
que comme un A- module au sens algébrique. 

L'identité du complexe F' induit pour t' < t des applications .A-linéaires 
pi :Hi(t,F-)^Hi(t>,F'). 

Tout morphisme de complexes de A-modules montéliens a' : F' — > G' in- 
duit donc des applications A-linéaires {(J l )\ : Hl(t,F ) — > Hl(t',G ), définies 
par la formule (a 1 )^ = p*f H l (a)f t . 

Définition 4.4.9 a' : F' — > G' sera appelé un qi-morphisme d'ordre q G Z 
si et seulement si pour tous t' < t assez petits 

• i > q,t < t => : H i(ti F ') -»■ H'i(t',G') est un isomorphisme 
algébrique. 

• t' < t =>- (<7«)£ : H%(t,F') -> H%(t', G') est une surjection. 

a* est dit un qi-morphisme si et seulement si c'est un qi-morphisme de tout 
ordre. 
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4.4.4 Complexes qhtf 

Un complexe V de ,4-modules hilbertiens projectifs de type fini peut être 
vu comme un complexe de ^4-modules montéliens en posant W (t) = L et 
p\, = Id. En particulier l'identité d'un tel complexe est un qi-morphisme, 
puisque H\(t,L') = 0(H l (L')) (cf. les notations du lemme |4".3.6| ). 



Définition 4.4.10 Un complexe F' de modules montéliens sera dit qhtf si 
et seulement si Id : F* —* F' est un qi-morphisme. 

Soit cr* : F' — » G' un morphisme de complexes de ^4-modules montéliens. 
Le cône de ex*, C' (a) est le complexe dont les espaces de cochaines sont les 
C\a) = G i ®F i+1 et les différentielles sont d(g\ f i+1 ) = (dg i + af i+1 , -df t+1 ). 
On a la suite exacte courte — > G' — > C* (a) — > F*[l] — > qui induit des 
suites exactes courtes — > G*(t) — > C*(er)(£) — > — > 0. 

Lemme 4.4.11 Soit <f> : P' — > F' un morphisme de complexes de A-modules 
montéliens, le complexe P' étant un complexe de A-modules hilbertiens pro- 
jectifs de type fini. <fi est un qi-morphisme d'ordre q si et seulement si Vi > q, 
Vt > assez petit, H*{t,&(&)) = 0. 

Preuve : L'implication directe est bien connue, prouvons la réciproque. Sup- 
posons donc que Vt > assez petit, Hl(t,C' (a)) = 0. Soit < t\ < t assez 
petits. Utilisant la suite exacte longue du cône, on voit que Hl(t h P') — > 
Hl(ti, L') est surjectif pour i = q et un isomorphisme pour i > q et l = 0, 1. 
Mais, Hl(t ,P') -> Hi(t u P') est, par définition, l'identité de 0{H\P'))- 
donc Hl(t ,P') — > Hl(ti,L') est surjectif pour i = q et un isomorphisme 
pour i > q. □. 

Plus généralement, ce lemme vaut quand P* est qhtf. 

Lemme 4.4.12 Soit a' : F' — ► G' un morphisme de complexes de A- 
modules montéliens. Si F' et G' sont qhtf le cône C' (a) est également qhtf. 

Preuve : Il suffit d'utiliser la suite exacte longue de cohomologie du cône et 
d'appliquer le lemme de cinq. □. 



Proposition 4.4.13 La sous catégorie pleine K l (MontModj\) qht f , i G {6, — }, 
de la catégorie triangulée K l {MontModyi) dont les objets sont les complexes 
qhtf est une sous catégorie triangulée. 

Les qi-morphismes forment un système multiplicatif Qi de la catégorie 
triangulée K b (M ontMod A ) qhtf (resp. de K-(MontMod A ) qhtf )■ 



Preuve: Le premier point découle de 



4.4.12 
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Le deuxième point découle de P5 |, 1.4, proposition 4.2; on prend comme 



foncteur cohomologique sur la catégorie triangulée des complexes qhtf vers la 
catégorie des groupes abéliens le foncteur H : C' i— » lirri ^ if (t, C') Q. 

4.4.5 Théorème de finitude 

Proposition 4.4.14 Soit F' un complexe fini (resp. borné supérieurement) 
qhtf de A-modules montéliens , alors il existe un complexe fini (resp. borné 
supérieurement) de modules hilbertiens projectifs de type fini P' et un qi- 
morphisme P' — > F' . 

De plus, pour tout complexe fini (resp. borné supérieurement) Q' de mod- 
ules hilbertiens projectifs de type fini et tout morphisme cp' : Q' — » F' , il 
existe un complexe fini (resp. borné supérieurement) de modules hilbertiens 
projectifs de type fini P' , un qi-morphisme a* : P* — > F' et un morphisme 
de complexes ip : Q — > P' tels que 0* = a'(j)' . 

Preuve : Prouvons d'abord la première assertion. 

Le complexe trivial s'envoie sur F' et donne un qi-morphisme d'ordre Q 
pour Q assez grand. Il suffit de donc montrer qu'à tout qi-morphisme d'ordre 
q, a' : V — > F' , V complexe de modules hilbertiens de type fini, on sait 
associer un nouveau complexe de modules hilbertiens de type fini L et un 
qi-morphisme d'ordre q — 1, a : L — > F .0 

Soit (L')' un complexe de modules hilbertiens projectifs de type fini. Soit 
a' : (L') — > F un qi-morphisme d'ordre q. Le complexe L = T q ^\L' obtenu 
en tronquant en q — I le complexe V (ie {T q _iL') 1 = L 1 , i > q et L l = si 
i < q) donne également lieu à un qi-morphisme d'ordre q, a : L — > F . 

Lemme 4.4.15 Soient <t" <t' <t assez petits. Alors: 

p*; z«-\c- {o-w) c P i' z«-\c {«m +dF«-*(t") 

Preuve: a vérifie C q ~ 2 (a) = F q ~ 2 ,i > 1. 

Par le lemme 4.4. 12| , C (a) est qhtf. Fixons donc to > assez petit de 



sorte que t x < t =>- H q (t ,C' (a)) — > H%(ti, C'(a)) est un isomorphisme. 
On peut supposer < t" < t! < t < t de sorte que C' (a)) C 

p*lZr\t ,C\a)) + dCi- 2 {t'). Puis: 

P^zr'it^c'ia^c p^zr^c'io-v+p^dcr'it') 

12 Que les qi-morphismes soient exactement les morphismes qui deviennent des isomor- 
phismes sous H résulte du fait que le système dont on prend la limite directe est un système 
dirigé d'isomorphismes, puisqu'on a pris le soin de se limiter aux complexes qhtf. 

13 Dans le cas d'un complexe fini, si q est assez petit assez petit (F 1 = 0, i < q), et 
a : L — > F est un qi-morphisme d'ordre q, le complexe L m avec = L q /Z q (L ) 

= 0, i < q et L 1 ^ = L l ,i > g et le morphisme tr^ induit par a définissent un 
qi-morphisme — * F 
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L'inclusion annoncée résulte des inclusions suivantes: 

• pî'toZr^C'ia)) = pfpï^Zr^C'ia)) C pf Z^(C (a))(t) 

• PÏ't'CrV) C F q - 2 (t"). 



Lemme 4.4.16 Soient < t" < t' < t assez petits. Il existe deux mor- 
phismes de modules hilbertiens projectif s S\, : Z q ~ x {C' (cr))(t / ) — > Z q ~ l {C' (a)){t) 
et Ff : Z*-\C \a)){t') -> F q ~ 2 {t") tels que: 



n f I . - rP rP Q* _l_ ri fi 1 *" 

Pi' l^«-l(C"(<r))(t') — Pt' Pt <->f + «-*V 



Preuve : 

On pose Z t >,t» = Z q -\C' (a))(t')/ ker(pf). 

On note r\, : Z t / it » — > Z 9 ~ 1 (C*(cr))(i") l'application induite par p*, . 

On note p : Z g_1 (C , *(cr))(t / ) — » Z t ' jt » l'application de passage au quotient. 

r\, est injective et r\, p = p\, . 

L'image I t \t" de p\, est la même que celle de r\, . r\, : Z t , jt „ — > I t i >t n 
possède un inverse (r*, ) -1 : I t , jt „ — > 2^ )t // qui est une application .A-linéaire 
bien définie, en général non continue. Posons: 

C = {(C,/) G Z q -\C\cr)){t)®F q ~ 2 {t"), tels que p?(+df G p*'/^- 1 ^, C»)} 
Sur ce A-module, la norme préhilbertienne 

ucj)\\h = na 2 + \\f\\% + \\{rt:r\pt'ç+df)\\i 

est complète et compatible à A. 

L'inclusion naturelle isométrique C -> Z'-^C-^Xt) © F q - 2 (t") © 
montre que c'est un A-module hilbertien. 

Grâce au lemme 14.4. 15L il vient: 



rÇZw C P i'Z q -\t,C'{a)) + dF q - 2 {t") 



L'application C — > Z t , jt ", (£, f) {r\i ) 1 (p\ C + df) est une contraction sur- 
jective. Elle possède une section dont les composées à gauche respectives E*, 

-2{+r/' 



t"\—l( t h 

i, ~r uj j est une uuiiLiaunuii suj 

/ 

avec les deux applications continues C — > Z 3-1 (C")(i) et C —> F q ~ 2 (t' 
vérifient r*,' = p\' £*, + <i$*r. 

Les deux applications A-linéaires continues S\, = F/, = p vérifient 
les conditions requises. 
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Lemme 4.4.17 Soient < t" < t' < t assez petits. Il existe un mod- 
ule hilbertien de type fini M, trois morphismes de modules montéliens p : 
Zi-\C'(o-))(t') > M . uj: M ■ Z*-\C V))(t') et Pf : Z*~\CT (à)){t) -> 
F q - 2 (t") te/s gne: 

Pt> \zi- l (t',c'(a)) - Pt> U P + dF t , 



Preuve: Le morphisme p\ est ^4-compact. Par [4.4.3|, il en va ainsi de 



c = p\S\, qui est un endorphisme du module hilbertien Z q 1 (C" (a))(f). Les 
points 3 et 4 du lemme [4.4.2| permettent de trouver un module hilbertien de 



type fini M, uj : M -> Z^CV))^') et /2 : Z^^C*^))^ ) -> M deux 
morphismes tels que c = a;// + S où ||5|| est un endomorphisme de norme 
triple strictement inférieure à 1. Soit u = à n l'inverse de 1 — ô. 

De l'équation p\„ = p\„c + dFf , on tire p\,i{l — 5) = pfnujp + dFf puis 
p|» = pt„uj(pu) + d(Ffu). □. 

Fixons désormais un triplet < t" < t' < t assez petit et appelons 
(L* , à') le complexe obtenu à partir du couple (M, uj) du lemme [4.4.17| selon 
la procédure décrite ci dessous: 

M est un module hilbertien de type fini muni d'un morphisme uj : M — > 
Z 9_1 (C*(cr)). Composant uj à gauche avec Z q ~ l {C' (a)) — » C q ~ l (a)) puis avec 
les projections naturelles C" 3_1 (cr)) — > F q ~ x et C" 2_1 (cr) — > L g nous obtenons 
deux morphismes d : M — > L q et â : M — ■> F 9-1 vérifiant cr^d = <iâ, i.e.: un 
complexe: 

L* := L'(M,uj) = (L q - 1 := M) -i L q A . . . 

et un morphisme de complexes à' := â*(M, tu) : L* —>■ F' défini par 

à % = a\i > q et à^ 1 = —à. 

Observons que C l {a)(s) = C' l (â)(s), i>q — l,s<t'. 

Lemme 4.4.18 pf Z%~\t, C (a)) C pf Z q -\C (a)){t') C dC q -\à){t") 
Preuve : La première inclusion résulte de: 

pf Zr^C») = pfpiZ^^C'ia)) C P f Z q -\C\a))(t') 



Ceci joint au lemme |4.4.17| permet d'associer à tout élément ( G Z q 1 (t, C' (a)) 



un élément ((', f) G F q - 2 (t") © M tel que = rf / + 

Or, par définition, C q - 2 (â) = F q ~ 2 ®M, C*" 1 ^) = C q -\a) et la différentielle 
de C (â) est donné par la formule d&(f, m) = d a f + um = df + ujm. 

Par suite pf C = d â pf(f, m) G dC q - 2 (â)*(t"). □. 
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Soit 6 <t". 

Zr\9,C\â)) = Zr\6,C'{a)) 

c p: t e zr 1 (t î c*(a)) + 9cr 2 (^a) 
c P «,dcr 2 (f,à)+dcr 2 {6,<T) 

c dcr 2 (e,â) 

La deuxième ligne résulte du fait que l'identité est un qi-morphisme de 
C{o~). La dernière ligne fournit H q ~ 1 (6, C' (&)) = 0. Mais, 

puisque en ces degrés les cohomologies de C (a) et C (a) sont les mêmes. 



Utilisant 4.4.11, nous concluons que â est un qi-morphisme d'ordre q. Ceci 



conclut la preuve de la première assertion de la proposition [4.4.14 



La deuxième assertion se prouve par la même technique à l'aide de la 
propriété récursive suivante: 

P(q). Il existe L* un complexe de module hilbertiens et deux morphismes 
de complexes ip : T q _iQ' — » L' et a' : L' — > F' un qi-morphisme d'ordre q 
tels que T q ^i<f)' = a'ip' . 

La preuve de P(q) =>• P(q — 1) résulte des arguments précédents. Obser- 
vons, en effet, que Vx G Q q ~ x dip q dx = ip q+1 ddx = 0, d$ q ~ x x — a q ip q dx = 
((f) q - a q ^ q )dx = 0. Par suite e : Q q ~ l -> C q ~ 1 {a) = F^ 1 © L q défini 
par e(x) = (—(f> q ~ 1 x,ip q dx) est à valeurs dans Z q ~ l (C' (a)). Choisissons 
t > t' > t" convenablement et observons que le couple (M, u) donné par 
le lemme [4.4.17| a été construit comme une inclusion de sous-module fermé: 



M — > Z q ~ x (t' i C'(a)). Nous définissons un nouveau couple (M', a/) 
comme étant l'inclusion du sous module fermé M + eQ q ~ l qui est hilbertien 
de type fini. Observons que l'inclusion M' C M induit un morphisme naturel 
de complexes \i : L'(M,lu) -> L'(M',u') tel que â(M,u) = â(M',w')fi'. De 
cette factorisation, on déduit que â(M', a/) est un qi-morphisme d'ordre q—1. 
Par ailleurs, on vérifie aisément que poser (/0 9-1 : Q q ~ l — > L q ~ l (M', lu')) := 
(e : Q q ~ x — > M') définit un morphisme T q -\Q' — > L*(M',u') avec les pro- 
priétés requises. □. 

Soit % G {&,—}• Comme Ef(A) de projectifs, les foncteurs naturels 

fi % : K l (Pf(A)) — > D l (Ef(A)) sont des équivalences de catégories. D'autre 
part, nous avons déjà implicitement rencontré le foncteur v % : K l (Pf(A)) — > 
K l (MontMod A ) qht f et on note le foncteur de localisation: 

C : K\MontMod A ) qhtf -> K%MontMod A ) q Q- f 

Théorème 4.4.19 Le foncteur if = ^V^/x 1 ) -1 réalise une équivalence de 
catégories 

rf : D i (Ef(A)) -> K\MontMod A ) q £ s 
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Preuve: Ce théorème résulte via [25], prop. 3.3, p. 33 du premier point de 
la proposition |4.4. 14 . 

De |4.4.l4| , le lecteur ignorant tout des catégories dérivées pourra déduire le 
fait que, pour tout complexe de modules montéliens qhtf borné supérieurement 
F', \irq.t-,oH q (t. F') s'obtient comme image par le foncteur d'oubli O d'un 
élément bien déterminé de Ef(A). Moins précis que 4.4.19 , ce dernier énoncé 
pourrait suffire. 



5 Théorème A de Cartan en Cohomologie L 2 

5.1 Résolution de Dolbeault, acyclicité locale des im- 
ages directes L 2 et résolution de Cech 

Soit X une T-variété complexe. Soit ir : X — > X = T\X. 

Soit V G Vf x (X). Soit V le fibre vectoriel associé que l'on munit d'une 
métrique hermitienne. 

Soit U un ouvert de X. On pose: 

V° 2 ' q (V)(U) = {se Ll^iU)^®^) : WK CC U [ \\s\\ 2 + \\ds\\ 2 < oo} 

JK 

Et on définit un complexe de faisceaux, que nous appelerons le complexe 
de Dolbeault L 2 local, par la formule: 

V' 2 {V) = {V° 2 \V)^V° 2 \V)^...) 



Lemme 5.1.1 l 2 T[^V — > V 2 {V) est une résolution acyclique de Z 2 7r*V. 

Preuve: C'est clair. Donnons pourtant les détails. 

Il existe une partition de l'unité lisse et T-invariante sur X subordonnée à 
l'image réciproque d'un recouvrement ouvert quelcoque de X. Par suite, les 
faisceaux T> 2 q (V), q > sont mous et donc acycliques. 

Une section L 2 oc d'un fibré holomorphe tuée par l'opérateur d est holo- 
morphe, d'où l'exactitude au premier terme. 

L'exactitude au termes suivants résulte des estimées L 2 d'Hormander: 

Soit q > 0. Soit x G X. Soit <p x G V°' q (V) x . On suppose d(j) x = 0. On 
peut supposer que <p x est le germe en x de une section L 2 de V sur un ouvert 
T-Stein U. U = TU avec U° une composante connexe de stabilisateur fini S. 
Soit P une fonction T-invariante, T-exhaustive strictement psh et lisse sur X. 
Soit t > minP et x G U t — P^i] — oo,t]). On peut s'arranger pour trouver 
une métrique de Kàhler sur U® et complète ( U® est une variété de Stein.) 
que, par moyennisation, on peut supposer invariante par le sous groupe fini 
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S C r. Cette métrique se transporte à une métrique T-invariante lo complète 
sur = T/E x [/ t °. Composant la fonction psh P — mimyP + 1 avec une 
fonction convexe croissante au comportement suffisamment explosif on trouve 
une fonction plurisousharmonique ip, T-invariante telle que e — ^'||<^j| 2 a; ri ' < 
+00 et telle que V <8> K% est uniformément strictement négatif au sens de 
Nakano pour la métrique hermitienne h' = e~^||.||^(a; n ). 

Utilisant la formule de Bochner-Kodaira-Nakano et la technique d'Hormander, 
pp. 26-32, on trouve fi une q—1 forme telle que dfi = (p et f e~^\\u.\\ 2 (uj n ) < 
+00 et en particulier /1 G Lj 0C (U t ). Son germe en x, noté u. x , vérifie d\i x = 

K □• 

Corollaire 5.1.2 Soit V G V f)X {X). Si X est Y-Stem, alors HL(X,V) = 
pour q > 0. 

Preuve: Par le lemme |5.1.1| , on peut utiliser le complexe de Dolbeault L 2 
local pour calculer ce groupe de cohomologie. Par ailleurs, la preuve de |5.1.1| 
fournit la conclusion désirée. □. 

Proposition 5.1.3 Soit T G C? M (X). Si X est Y -Stem, H« 2) {X,F) = 
pour q > 0. 

Preuve : Soit V un ouvert T-Stein de X tel que Y\V CC Y\X. Soit i?^ -> T 
une résolution périodique localement libre finie de T définie sur V. Par la 
proposition |3.2.3| , le complexe de faisceaux suivant est exact: 



. . . — > l 2, K*Rj} — > l 2 7C*Pj^r — > t^TX^J- — > 

Par suite H« 2) (V,F) ~ EP(V, . . . -> Ptt^R^ 1 -> l 2 it*R%). 

Le corollaire |5.1.2| implique que # l (V, l 2 iz*,R 3 :F ) = 0,i > 0. La suite 
spectrale d'hypercohomologie (voir pp. 445-447) ("E^ q ) r vérifie donc 
"E\ q = si q ^ et de plus, = H°(V, l 2 nM P r ). De là "Ef = 0, p > 0. 
De ce fait ("E*! q ) r dégénère en "E 2 et ".Ef' 9 = sauf éventuellement quand 
p = et q < 0. Puis IHPfV, l 2 n*R') = sauf éventuellement si q < 0. En 
particulier H? 2 JV, J 7 ) = 0, ç > (et aussi bien sûr ".Ef' 9 = 0, (p, q) 7^ (0, 0), 
car un faisceau n'a pas de cohomologie en degrés négatifs.) 

Comme ]^mvccuHf 2 JV, J 7 ) = H'LJUjJ 7 ), le lemme est démontré. □. 

Proposition 5.1.4 Soit Z un Y-espace complexe Y-Stein. Soit T G Cf(Z). 
Pour tout q>l, H\ 2) (Z,T) = 0. 

Preuve: En effet, il existe un T-plongement fermé i : Z — » X où X est une 
T-variété T-Stein et il ressort de |3.2.1| , |3.2.2| que H? 2 JZ,J-) = H'LJXjitJ 7 ). 



5.1.4| est donc un corollaire de |5.1.3| . 
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Soit QJ = {Vi\i & A un recouvrement ouvert d'un espace topologique. On 
note PF(A) l'ensemble des parties finies de A. Pour a = {ii, . . . , i p } G 
PF(A), on note V a = V h H . . . n V ip . 

Corollaire 5.1.5 Soit Z un Y-espace complexe et T G Cf(Z). 

Soit il = {Ui}i £ A un recouvrement ouvert Y -invariant Y -localement fini ^ 
de Z par des ouverts Y-Stein. 

Le complexe de Cech dont les espaces de cochaines sont définies par: 

Cf(il, F) = ® a ePF(A)\a\= v +iH Q (U a ,l 2 n*F) 
et les différentielles par la formule usuelle calcule la cohomologie L 2 de F. 



5.2 Structures topologiques sur H^JX,^) 

Faisceaux localement libres sur un espace réduit Soit U un T-espace 
T-Stein et réduit. Soit P une fonction strictement psh sur U T-invariante et 
T-exhaustive. 

On réutilise les notations du lemme [3.1.2| en posant U t = -P _1 (] — oo, £[). 

Soit V G Vf x (U). Fixons une métrique hermitienne sur V définie sur un 
ouvert de la forme U to , t > 0. 

On définit, pour tout t < t , L 2 (U t ,V) comme l'espace des sections 
holomorphes L 2 de V sur U t muni de la norme hilbertienne ||.|| t définie par 
l'intégration sur U t du carré de la norme d'une section. 

Lemme 5.2.1 (L 2 (Ut, V), ||.||t) est un W* (Y, x) -module hilbertien projectif 
métrisé. 

Preuve : Rappelons que si le groupe G agit à gauche sur un ensemble E, 
l'action se relevant à un fibré vectoriel F — > E, G agit sur l'espace des sections 
de E par L g <fi(x) = g(j)(g~ x x). 

Cela étant dit, à s G L 2 (U t , V), on associe la fonction sur f à valeurs dans 
l'espace de Hilbert H t = L 2 {U^V): 

F t(s)(g) = Lg-isluo 

Ft(s) est une fonction L 2 sur Y à valeurs dans l'espace de Hilbert H t . 
L'application linéaire résultante I t : L 2 (U t ,V) — > L 2 (Y)®H t est un plonge- 
ment isométrique P-équi variant. 

Toute fonction de la forme F = F t (s) vérifie \fz G S, x(z)F(gz) = F (g). 
Par suite I t est à valeurs dans E x ® H t . 

Ceci réalise L 2 (U t ,V) comme un l / T*(T, x)-module hilbertien projectif. 



'Ceci signifie, par définition, que le recouvrement de Z = T\Z donné par {T\Ùi}i^A 



32 



Invariants de Von Neumann des faisceaux analytiques cohérents 



Lemme 5.2.2 W < t l'application de restriction p\ : L 2 (U t ,V) — » L 2 (U t >,V) 
est une contraction injective W*(T,x)- compacte. 

Preuve : Pour t' < t , on a un diagramme commutatif: 

L 2 (Û t ,V) P i L 2 (Û t ,,V) 
ï h I Iv 

Id E ®r{ 

E x ®H t ^ E x ®H t , 

r\ désigne l'application de restriction H t — > H t i. Par le théorème de 
Montel, r\ est compact (au sens habituel, c'est à dire C-compact au sens de 
cet article). On déduit que p\ est W / *(P, x)-compact en utilisant |||Jd®a||| < 
|||a|||. p\ est injective g l'unicité du prolongement analytique. 



Corollaire 5.2.3 La donnée W = ({L 2 (U t , V)} 0<t<t(V {tf }o<t '<t<t ) définit 
un W*(T,x) -module prémontélien au sens de la définition \j-4A - 

r ?2,( " 



De plus, pour tout t > t> 0, W*(t) = H? 2) (Û t , V). 



Faisceaux analytiques cohérents sur un espace réduit 

Lemme 5.2.4 Soit T G C ( r >x) (C7). 

H? 2 JUt,J-) possède une structure canonique d'espace de Fréchet. 

Soit c une présentation localement libre de T sur U, c'est à dire un 
épimorphisme périodique de la forme W — > T —>■ oùV E Vf x (U) . 

La structure d'espace de Fréchet de H? 2 JU,J-) peut être définie par une 
famille (\\-\\t')t'<t croissante de semi normes préhilbertiennes T -invariantes. 

Le séparé complété de (H? 2 JU t , J-), ||.||£) est indépendant de t, est un 

(T, x)-module hilbertien projectif séparable noté L 2 (U t >, T) c . 

Les morphismes naturels p\, L 2 (U t >,J-') c —>■ L 2 (U t ",J-')c induits par l'identité 
de H? 2 JU t , J 7 ) sont continus et W*(T,x) -compacts. 

La donnée £ 2 {Û, T) c f = {{L 2 (Û U ^) c }o<t<t , {pf }o<t'<t<t ) définit un 
W*(T,x) -module prémontélien. 

De plus, pour tout t > assez petit (C 2 (U, T\ t p)*(t) = H9 2 JU t , F) . 



Preuve : A cause du lemme |5.2.2| , c'est le cas si T est localement libre, les 
semi-normes étant de vraies normes. 

Soit K le noyau de W — ► T et V — > fC un épimorphisme périodique, défini 
sur Û to . 



La proposition p. O présente H? 2 JÛf, T) comme le conoyau du morphisme 

continu H° 2) (Û t , V) Hf 2) (Û t ,W). 

Grâce à |5.1.4| 1' image de ce morphisme est H? 2 JU t , /C). En vertu de |3.1.3| 
ce sous espace est fermé pour la topologie de Fréchet. Le quotient d'un espace 
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de Fréchet par un sous espace fermé est un espace de Fréchet. Ceci construit 
une structure de Fréchet sur H? 2 JUt,J-*). 

Posant pour / G H? 2 JUt, J 7 ) : 

Il/Il* = n M \HU> 

weH° {2) (U t yV), c(w)=f 

nous obtenons une seminorme ||.||£ sur H? 2 JU t , J 7 ). Elle est préhilbertienne, 
car elle vérifie l'identité du parallélogramme. 

Considérons l'espace vectoriel normé (H? 2 JU t , ^/KerW-W^,, ||.||£). Son 

complété est, par définition L 2 (Ut',J-) c ,t- c définit une contraction continue 
et surjective 

(H^(Û t ,V),\\.h) - {Hfo(Û t ,WKer\U\îMÏÏ 

Par suite c se prolonge aux complétés de ces espaces vectoriels normés et 
définit une surjection continue L 2 (U t >, V) — > L 2 (U t > , J 7 )^ qui munit L 2 (Uf, F)c,t 
d'une structure de (f , x)- m odule hilbertien grâce à |5.2.1| . Pour tous ti > 
t 2 > t' Hf 2) (U h ,V) est dense dans H° {2) {U t2) V) pour la norme ||.||t>, ce qui 

implique que (L 2 (U t ',J-')c,t, \\-\\t>) es t indépendant de t > t'. On peut donc le 
noter {L 2 {Û t ,,F) c ,\\.\\ c tl ). ' 



Les autres points de l'énoncé sont des conséquences directes de [5.2.2 



l'exception de l'indépendance de la présentation c de la structure de Fréchet 
sur H? 2 JU t , T\ Il suffit de comparer les structures de Fréchet associées à 
deux présentations locales localement libres de T c et c' telles qu'il existe un 
morphisme de présentations c' — > c, tous ces objets pouvant être définis sur 
un voisinage de U to . Un morphisme de présentations est un diagramme de la 
forme: 

W ^ T -> 

I II 
W A T -> 

Dans ces conditions, pour tout t' < t , il existe K > ||.||£ < Par 
suite: 

Id:(H° 2) (Û t ,F),{\\.\\ï,} t , >0 ) - (F ( 2) (^,^),{||.||^}, >0 ) 

est continue et les deux structures de Fréchet F c i et F c définies respectivement 
par c et c' coïncident. □. 

Un point ennuyeux est que ceci ne signifie pas que ||.||£, est équivalente 
à Ceci se traduit par le fait désagréable que le module montélien 

£ 2 (t/,jF) c p dépend de c et P. 
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Cas général 

Définition 5.2.5 Soit Z un T-espace T-Stein, i : Z — > X un plongement 
fermé vers un T-espace T-Stein, P une fonction strictement psh lisse T- 
exhaustive sur X et c une présentation dans Vf(X) de i*T . 

On définit C 2 (Z, i, P, c, J 7 ) comme le module montélien £ 2 (X,^jF) c P . 

Lemme 5.2.6 C 2 (Z, i, P, c, JF)*^) = H\ 2) [Z U T) 
Preuve: Ceci résulte de ECO, et |5^. 



Structure de Préchet 

Proposition 5.2.7 Soit X un T- espace complexe. Soit T un faisceau cohérent 
(r, x)-périodique sur X . 

H? 2 JX, T) possède une structure canonique d'espace de Fréchet. De plus, 
cette structure d'espace de Fréchet peut être définie par une famille (non 
canonique) (||-||n)neN croissante de prénormes préhilbertiennes V -invariantes 
dont les séparés complétés sont des (F, x)-modules hilbertiens séparables. 

Preuve: Utilisant qu'un espace complexe est paracompact et vérifie le second 
axiome de dénombrabilité, on munit les termes C° et C 1 du complexe de 
Cech de l 2r n^T associé à un recouvrement T-localement fini par ouverts T- 
pseudoconvexe d'une telle structure de Fréchet. La différentielle de Cech est 
alors continue et le résultat s'ensuit. Puisque cette proposition ne servira pas 
dans la suite de ce texte, la preuve de l'unicité de la structure de Fréchet ainsi 
fabriquée est laissée au lecteur. 



5.3 Théorème de finitude 

Le but de ce paragraphe est d'associer au complexe de Cech L 2 de p. 1.5 
un complexe de modules montéliens qhtf qui lui soit quasi isomorphe. Nous 
n'avons pu mener à bien la construction sans une certaine quantité de données 
annexes qui rendent lourde la rédaction d'une construction aisée dans son 
principe. 

Soit Z un espace complexe cocompact. 



Constructions 



Définition 5.3.1 Soit Z un espace complexe. Soit T un faisceau analytique 
cohérent sur Z . 

Soit ii, l = 1,2 un plongement localement fermé vers 1' espace complexe 
Zi, p un morphisme tel que i\ = p o i 2 , c{Vi — > iuT une présentation. 
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La présentation p c\ : p*V — » ï^JF est l'unique présentation telle que 
pour tous z G Z, f G s G V^fc) tels que Ci(s) = iuf on ait p -1 ci(p*s) = 



Définition 5.3.2 Soit Z un T-espace complexe. Cf x (Z) désigne la catégorie 
suivante: 

• Les objets sont les quintuplets (J 7 , U, i, P,c), T G Cf x (Z), U un ouvert 
T-invariant de Z, i : U —>■ X un plongement fermé vers le T-espace 
complexe réduit X, P une T-fonction continue strictement psh et T- 
exhaustive et c : V — > i^T une présentation localement libre périodique. 

• Soient X\ = (JF ; , Ui, ii, Pi, q) l = 1, 2 deux objets. 

11 n'y a de flèche X x — > X 2 que si f/ 2 C Lq auquel cas une flèche 
est la donnée d'un triplet (4>,p, A) où : T\ — > T 2 est un F-morphisme 
p : X 2 — > X\ une application holomorphe telle que i\ = poi 2 , P 2 > P\op 
et À : p*V\ — > V 2 est un morphisme périodique faisant commuter le 
diagramme: 

V Vi — ► î 2 *-^i 
A | i 2 *0 I 

V 2 ^2*^2 



• La composition des flèches est donnée par la formule évidente. 
Reformulons la définition 15.2.51 et le lemme 15.2.6 



comme suit: 



Lemme 5.3.3 II existe un joncteur covariant C? : Cp x (Z) — > MontMod w *^ x ^ 
tel que pour toute flèche F de la forme 



F:X 1 = {^ u Û u h,P uCl ] 



(0,P,A) 



X 2 = (J r 2,U 2 ,i 2 ,P 2 ,c 2 ) 



et tout t > assez petit, le morphisme induit par le lemme \5. 2. 6 

£ 2 (F)*(t) : H° 2) ({z G < t},^) - H Q [2) {{z G Û 2 \P 2 (z) < t},F 2 ) 

soit égal à la composition du morphisme H? 2 J(f)) et de la restriction de U\ à 
U 2 . 



Définition 5.3.4 Définissons une catégorie Cf x (Z) par les données suiv- 
antes: 
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• Objets: Un objet de C^ X (Z) est une famille d'objets de Cf(Z), D = 
(Xi = (Fi, Ui, ii, Pi, Ci))i e A sujette aux restrictions suivantes: 

— X l G CrJZ) 

— Il existe un faisceau analytique cohérent périodique T = Tb G 
Cf x {Z), tel que V/ T\ = T . 

— (Ui)i est un recouvrement T-localement fini de Z 

— ({z G Ui\Pi(z) < 0})i est aussi un recouvrement de Z. 

• Morphismes: Une flèche F : (X/)^ — > (X 2 ) neB est la donnée d'un 
morphisme périodique : F D i — > JF D 2, d'une application p : B — > A et 
de Cf x (Z) -flèches F n : X l p{n) -> X 2 , avec F n = (<f),p n ,c n ) et p définit 

un raffinement ({z G t/^Pf 0) < 0}) /eB -> ({2 G £/*|P/0) < 0})z eA . 

• La composition de deux flèches est définie par la formule évidente. 

Soit D un objet de Cf x (Z). 

Pour a G PF{À) on définit un objet X a = (jF a , Û a , i a , P a , c a ) de Cf(Z) 
en posant: 

• JF Q = J- d 

• Ù a = HieaÛi 

• l a = X/ gQ fy 

• P a = max iecl P/ 

Xi est la projection naturelle. 

Par construction, pour tout (a, a') G PF(A) tel que a' C a, le triplet 
Pa = (<t>a>Pa>^a) avec 0a = Id Pa = x iea'Pi, a A"' est l'inclusion naturelle 
J2iea'Pta V i EjeaK^Vi est un C , r(X)-rnorphisme. 

De plus, on a la condition p°, = P« • 

On définit un W*(f, x)-module montélien g |5.2.4| , en posant: 

C 2 C p {D) = ® H=p+1 C 2 (X a ) 

Imitons la définition de la différentielle de Cech en définissant ô : C 2 C P (D) - 
C 2 C P+1 (D) comme le morphisme dont la matrice est (e Qja /£ 2 (p^ ))«,«', avec 
e a}(X > = ±1, le signe étant donné par la régie usuelle pour la différentielle de 
Cech. 

Par |5.2.4j , (C 2 C'(D), ô) est un complexe borné de modules montéliens. 
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Lemme 5.3.5 (C 2 C' (D),ô) est un complexe de modules montéliens qhtf et 
pour tout t>0 assez petit Hl(t, (C 2 C' (D),ô)) = H^JZ, Td)- 



Preuve : En effet, grâce à |5.2.6| , (£ 2 C*(.D)*(t), S) s'identifie au complexe de 



Cech L 2 de T relatif au recouvrement ({z G Ui\Pi(z) < t}i) (cf. la définition 
du corollaire |5.1.5|) . 



Par construction, on a: 

Lemme 5.3.6 L'assignement D \— » (C 2 C' (D),S) est sous jacent à un Jonc- 
teur covariant C? tX (Z) -> C b (MontMod w , { f )X) ) qhtf . 

Unicité, Existence, Fonctorialité Ce paragraphe utilise les notations du 
théorème [4.4.19. 



Lemme 5.3.7 Soit T un objet de CfAZ). Pour tout couple D 1 , D 2 d'objets 
de Cf x [Z\ tel que T^i = T ', on peut construire un isomorphisme entre 
(C 2 C'(D 1 ),ô) Qi et (C 2 C'(D 2 ),ô) Qi , unique dans K h (MontMod w « {t ^l s ' . 

Preuve: En effet, on peut toujours trouver un objet D 3 tel que Td* = T et 
des Cf iX (Z)-fléches D % — > D 3 dont le Cf x {Z) morphisme associé est l'identité. 
La flèche (£ 2 C*(Di), S) — > (C 2 C' (D 3 ),5) est un qi-morphisme puisqu'elle 
induit des isomorphismes sur les groupes de cohomologie par [5.3.5|. Ce qi- 



morphisme définit après localisation un isomorphisme en cohomologie qui est 
indépendant de la flèche D\ — » D 3 choisie puisqu'il relève les applications de 
raffinement entre complexes de Cech Li de T. □ 

Soit T un faisceau cohérent (F, ^-périodique. Utilisant [2.3. 1| , on construit 



aisément un objet D(F) de Cf{Z) avec Td(t) = 3~ '■ Toujours avec [2.3.1| , il 
est possible de relever toute flèche T — » G en une flèche D^J 7 ) — > D(Ç). En 
raison de |5.3.7| , on prouve le: 



Théorème 5.3.8 Soit X un Y-espace complexe cocompact. 
Il existe un fondeur triangulé (unique à équivalence près) 

R : I?{C f JX)) -> D\E f {W*{T, X )) i = b,- 

spécialisant au ô-foncteur (H%JX, .), ô) q > de |ff . 3. 1\ par oubli de structure 
(cf. \j.3.o\) . Le fondeur R est le fondeur dérivé du fondeur sections globales 

Soit H q 2 (X,F) l'objet de E f (W*(T, X )) défini par Hl{X,F) = H q {R{F)). 
L'assignement T \— » H\{X,T} est sous jacent à un 5-foncteur (iff (X, .), <5) 
défini sur Cf x (Z) et à valeurs dans Ef(T) relevant à le 5-foncteur |3.3.2| 
(H%(X, .),ô), qui lui est à valeurs à valeurs dans Ef(W*(T , x)) 
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Si X n'est pas supposé cocompact, le théorème précédent est valable dans 
le cas des faisceaux de support T-compact. Adapter la preuve donnée ci 
dessus est trivial. 

Pour justifier le titre de cet article, donnons la définition: 

Définition 5.3.9 Soit (X,T,p) un T-espace complexe. 

Les invariants de Von Neumann d'un faisceau analytique cohérent (F, x)~ 
périodique T sont: 

• Les nombres de Betti L 2 de J 7 , h^X,^) : = dim^*^) e M + 

• Les invariants de Novikov-Shubin de NS*(X, F) := NS(H%(X, F)) G 
NS d 



6 Théorème d'indice L2 d' Atiyah 

Cette section utilise certaines idées de la preuve de Forster-Knorr du théorème 



de cohérence de Grauert, voir [[L6| pp. 188-207 pour justifier une suite spectrale 
de Leray-Serre en cohomologie L 2 , qui est l'outil principal pour la formule de 
Riemann- Ro ch . 



6.1 Suite spectrale de Leray 

Systèmes de faisceaux relatifs à un recouvrement Soit X un espace 
topologique et il = (Ui)i E A un recouvrement ouvert fini de X. On peut 
construire la catégorie abélienne SMod(ii) suivante: 

Les objets sont des données de la forme p^) a , a '€PF(A), tels que 

un faisceau en groupes abéliens sur U a 

• : J-" a \û i ~ > -Fo! est un morphisme défini dès que a C a' 

• Ces données vérifient la condition de cocycle p„ Pa' = Pa. 

Un morphisme <p '■ (Fa, Pa') ~^ (Ga, Pa') es ^ urie collection (<f> a )aePF{A) de 
morphismes de faisceaux a : T a Q a commutant aux morphismes de tran- 
sition. Les régies de composition sont claires. 

Il y a un foncteur naturel n : Mod(X) — > SMod(iX). Au niveau des 
objets, il associe au faisceau F le système de faisceaux (F\ Ua ,r° ), étant 
l'application de restriction. Ce foncteur identifie Mod(X) à une sous catégorie 
pleine de SMod(ii). 
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Soit U un ouvert de X, on note par I u l'inclusion de U dans X. Soit 
$ = {Fa, Pa')a,a'ePF(A) un objet de SMod(iX). On définit un complexe de 
faisceaux sur X, en définissant les cochaines par la formule: 

K n (iX,F) = ®aePF(A),\a\=n+li* a F a 

et la différentielle par la formule de Cech. 

Si F est un faisceau abélien, tel qu'il existe une base d'ouverts U pour 
lesquels la restriction de F à U D U a est un faisceau acyclique dès que a G 
PF(A) est une partie non vide, le morphisme naturel F — > K' (iX,n(F)) est 
un quasi isomorphisme. 

Plus généralement, si F' est un complexe de tels faisceaux, on a aussi un 
quasi isomorphisme F — > K (il,n(F )) M. 

Si A C Mod(X) est une sous catégorie de la catégorie des faisceaux en 
groupes abéliens on peut définir la catégorie SA construite comme ci dessus 
en demandant que objets et morphismes soient dans A. Par exemple si A = 
Cp jX (X), on a la catégorie SC^ x (ii). 

Extension de 1 2 tt* à une catégorie dérivée convenable Soit X un 
T-espace complexe et soit tt : X — » X. Nous supposerons de plus que X 
possède un recouvrement fini il par des ouverts T-Stein assez petits 

SCf x (H) contient une sous catégorie pleine S naturellement équivalente 
à f„J.V). 

Nous allons étendre le foncteur Z 2 7r* à C l (SCf , x (il))- 
Soit j : V C X un plongement ouvert. Soit T G Cf x {V). Considérons le 
faisceau On peut alors poser: 

À T' un objet de C % (SCf> x (i£)), on associe par ce procédé le complexe 
l 2 n*K'(U., JF*), qui est un objet de C z (Mod w *^ x ^(X)). Cet assignement est 
sous-jacent à un foncteur. On a, de plus, la: 

Proposition 6.1.1 Le foncteur Pn* : Cf x (X) — > Mod w *!f x \(X) se pro- 
longe à un foncteur exact D l SCf x {iJC) — > D t Mod w *^ a - ) (X) . 

La preuve du théorème |4.4.14j implique aussi la: 



Proposition 6.1.2 Le foncteur RT o 1 2 tt* s'étend à un foncteur triangulé 



15 Précisons que K (il, n(F )) est le complexe associé au bicomplexe que la construction 
précédente fabrique. 

16 Un ouvert T-Stein U est assez petit s'il existe un autre ouvert T-Stcin V tel que 
T\Û CC T\V. 
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Théorème de l'image directe de Grauert II résulte de la preuve de 
Forster-Knorr du théorème de l'image directe de Grauert (cf. JÏ6| ch. 10.4), 



que, / : Y — » X désignant un morphisme propre T-équivariant ,Ç un com- 
plexe borné de Cp x (Y), et 53 un recouvrement fini de Y par des ouverts 
T-Stein assez petits, le complexe de Cech relatif /*C*(QJ, G') a la propriété G 
suivante: 

Définition 6.1.3 Soit F' un complexe borné de Modf X (X). On dit que F' 
a la propriété G si, pour i u : U C X un ouvert T-Stein assez petit, on peut 
trouver un complexe borné T dans Cf x {U) et un morphisme de complexes 
T — ► F \u induisant un isomorphisme en cohomologie. 

Soit F' un complexe de faisceaux vérifiant la propriété G. La technique de 
Ï6|, 10.4 pp.202-204, permet de construire un objet de C*(SCf, x (il)) (JF*, p^) 



et pour a G PF(A) des morphismes de complexes, induisant des isomor- 
phismes en cohomologie et faisant commuter le diagramme: 

•F a! 1 a ~ * ? a 

I I 

p* i il p* i 

Cette donnée est en fait un quasi isomorphisme dans C % {SModf x (iX)): 
^•^n(F'). 

Ceci donne lieu à un quasi isomorphisme 

K'{U,F') ->K'{U,F') 

Appliquant ces considérations à F' = /*C"(QJ, Ç'), on prouve: 
Lemme 6.1.4 Soit i G {b, —}. Le fondeur dérivé: 

RU : D^JY) - D^^Modf^X) 
factorise à un fondeur triangulé 

R~U : D'CrjY) - D^^SCfJil) 

Un intérêt de ce lemme est qu'il permet de définir PiT^Rf^G' , Ç' étant un 
objet de D t Cf X (Y). Il permet aussi de formuler la: 

Proposition 6.1.5 Soit f : Y — > X un morphisme propre équivariant, alors 

Rf* O / 2 7T* = / 2 7T* O Rf*. 
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Preuve : Soit Ç' un complexe borné (resp. borné supérieurement) de 
Cf X (Y). Soit un quasi isomorphisme T' — » n(/*C*(23, Q')) avec T' un objet 
de^Cr iX (il). 

On a le diagramme suivant de morphismes de complexes de faisceaux: 

l 2 n,K' (il, ) K' (vr (il) , f m (T (23, Z 2 7r*£* )) 

h i h i 

il, 22 sont des inclusions et q un quasi isomorphisme. Comme: 

RfJ 2 n*ç' = K'{ir{tt),f*C'{W,l\*g')) 

6.1.5 résulte du lemme: 

Lemme 6.1.6 L'image de qoi 1 est contenue dans celle de i% et le morphisme 
de complexes de faisceaux résultant 

l 2 ir*K'(ÏX,F') -> K'(tt(ÏÏ)J*C'(Z!,1 2 it*Ç')) 

est un quasi isomorphisme. 

Preuve : Cette question est de nature locale. Par suite, il suffit de 
traiter le cas où X est T-Stein et où il existe un quasi isomorphisme global 
T' — > /*C"(QJ, }*). On est alors ramené au cas où il est le recouvrement 
trivial {X}. Redécrivons la situation: 

On a des inclusions (au sens naif) l 2 ix*T' — > 7r*jF, ît^JF* — > ir^f^C' (03, Q'). 

On a également une égalité: 

D'où deux inclusions: 

l 2 Tl,T' -> f,C\^,TX,Q') <- /,C'(03,/ 2 7T^*) 

Il s'agit de montrer qu'en fait: 

l 2 n^' C /*C*(53,Z 2 7r,0 
et que cette inclusion est un quasi isomorphisme. 

Le problème étant de nature locale il sera suffisant de montrer que, après 
application du foncteur des sections globales sur X = T\X 

A' 2 = r(X,l\*F') C B' 2 = r(X,/*C*(23,Z 2 7r,£*)) 
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et que cette inclusion est un quasi isomorphisme. 

Posons X = TX° avec X° une réunion fine de composantes connexes Stein 
de groupe d'isotropie E fini. Posons Y = / _1 (X°) et désignons par 03° le 
recouvrement induit par 03. 

Il y a un morphisme de complexes en espaces de Fréchet: 

A' =T(X°,F') ^B' =T(X J*C'(V3°,Ç')) 

Ce morphisme est un quasi isomorphisme puisque les deux complexes 
ont pour cohomologie r(X°, R'f*G'). De plus, ces complexes en espaces de 
Fréchet sont stricts Q et la structure de Fréchet induite sur leur cohomolo- 
gie est préservée par ce quasi isomorphisme puisqu'il est continu (preuve 
laissée au lecteur) et coincide avec la structure de Fréchet canonique sur 

r(x°,R'f.g'). 

Les structures de Fréchet de T(X°, R' f*G') et des espaces de cochaines 
de A' (resp. de B') peuvent se laisser décrire par des familles dénombrables 
de semi normes {||-|| n }neN de façon que toutes les morphismes introduits ci 
dessus soient continus en norme ||.|| n . 

Soit q G Z. L'espace A\ est par définition isomorphe à l'espace des suites 
(a^) 7gr /s avec a q f G A q telles que pour tout n, ||a 7 ||„ < oo. Comme il y a 
une description similaire pour B 2 , l'inclusion A 2 C B 2 résulte de la continuité 
de l'inclusion A' — > B' . 

A' étant strict, appliquant le théorème de l'application ouverte pour les 
espaces de Fréchet à la surjection d'espaces de Fréchet d : A q ~ x — > dA q ~ x , 
on déduit le complexe A\ est strict et que sa cohomologie se laisse décrire 
comme l'espace des suites (/z*) 7g r/s avec h q G H q (A') telles que pour tout n, 
J2~f \\hy\\n < 00 • La même description valant pour B 2 , il suit que l'inclusion 
A\ C B* 2 est un quasi isomorphisme. □ 



Suite spectrale de Leray 

Proposition 6.1.7 Soit X un V -espace complexe. Soit T G Cf x (X). Soit 
f : Y — > X un morphisme propre équivariant. 

Il existe une suite spectrale de premier cadran (Ep l , d r ) r > dans Mod w *(f chi ^ 
aboutissant à H^iY^F) et de terme E 2 S = HLJX , R s f^J 7 ) . 

Si X est cocompact, la suite spectrale d r ) r >o peut être obtenue dès le 
terme E 2 S à partir d'une suite spectrale dans Ef(W*(T, x)) par application 



du fondeur d'oubli [(.3.6 



17 



C'est à dire tels que tels que l'image de la différentielle est fermée. 



Philippe Eyssidieux 43 



Preuve: La suite spectrale de Leray pour l'application continue / : Y — > X 
et le faisceau Ï?"K*T a pour terme E 2 

E r / = H r (X, R s fj\*F) 

que |6.1.5| identifie canoniquement à H r (X, l 2 ii*R s f*F). D'où le premier point. 



Le deuxième point est laissé au lecteur (il s'agit d'une adaptation facile de la 



preuve du théorème |5.3.8|) . □ 



Corollaire 6.1.8 Soit X un T -espace complexe cocompact. Soit F G Cf x {X). 
Soit f : Y — > X un morphisme propre équivariant. 

5^(-l) n dim f T) = ^(-iy +s dim f H r 2 (Y, R s ~f^) 



6.2 Formules de Riemann-Roch par désingularisation 



Le théorème de résolution des singularités de Hironaka permet de ramener 
le calcul de la caractéstique d'Euler d'un faisceau analytique cohérent sur un 
espace complexe au calcul de la caractéristique d'Euler de plusieurs faisceaux 
localement libres sur des variétés complexes via la suite spectrale de Leray. 
Dans cet esprit, nous obtenons le: 

Théorème 6.2.1 Soit T un faisceau analytique cohérent sur l'espace com- 
plexe compact X . Soit tt : X — > X un revêtement galoisien de groupe T. 

n n 

Preuve: Par récurrence sur dim(X). En dimension 0, ceci résulte des pro- 
priétés ordinaires de la dimension de Von Neumann. Utilisant la filtration 
7-adique (/ désigne le radical de X), on se ramène au cas où X est réduit. 
On peut supposer que le support du faisceau T est X, sinon l'utilisation de 



3.1.8| pour l'inclusion dans X du T-espace complexe défini par l'idéal annu- 
lateur de T permet de conclure. Utilisant |6.1.8| pour une désingularisation 
équivariante 0, on peut se ramener au cas où X est lisse puisque, pour q > 1 
R q ^ if <^) f T est supporté en dimension < dim(X) et qu' on a une suite exacte 
— ► T — ► — > N — > 0, Af étant supporté en dimension < dim(X). 
De même, utilisant la suite exacte — » T — » T — » K — » où T est le sous- 
faisceau de torsion maximal, on se ramène au cas où T est sans torsion sur 
la variété lisse X. On peut trouver / : X — > X un éclatement équivariant 
de X tel que V = '-0% est localement libre et X est lisse. Le conoyau 
de l'injection canonique T — > /*V et les R q f*V sont supportés en dimen- 
sion < dim(X), ce qui ramène au cas d'un faisceau localement libre sur une 
variété, traité par 0. □ 
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Le principe de dévissage 6.1.8 permet en principe de mener à bien le 
calcul de la caractéristique d'Euler L 2 d'un faisceau analytique cohérent pro- 
jectivement périodique sur un T-espace complexe propre cocompact en se 
ramenant au théorème d'indice L 2 d'Atiyah [[|, éventuellement sous la forme 
plus générale utilisée sous l'appelation 'Vafa-Witten twisting trick' dans [f2Ô" | 
(voir ||, pp. 189-196 pour une exégèse). 

Une suite spectrale de Leray en cohomologie L p existe très probablement 
et permet également de ramener l'étude de la classe de i^-théorie associée 
à la somme alternée des cohomologies L p d'un faisceau analytique cohérent 
périodique général au cas d'un fibré sur une base lisse. La plus petite catégorie 
abélienne dans laquelle vit la cohomologie L p avec p ^ 2 étant loin d'être aussi 
bien comprise que Ef(W*(T)), nous ne poursuivrons pas plus loin cette voie 
puisqu'elle ne parait pas pouvoir amener des applications substantielles. 
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